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0.1. LES SCHTROUMPFS, MYTHE OU RÉALITÉ 5
Introdution : il était une fois...�La probabilité qu'a un ordinateur detomber en panne au moment où l'utili-sateur en a vraiment besoin est propor-tionnelle à l'urgene du travail devantêtre aompli� Murphy, 7eme loi0.1 Les shtroumpfs, mythe ou réalitéLa première apparition publique des shtroumpfs date de 1958. Petit lutin à peaubleue et à bonnet blan, le shtroumpf est un animal grégaire nihant le plus souventdans un hampignon.Leur organisation soiale présente très peu de défauts. Chaque shtroumpf a un r�lelairement dé�ni qu'il est généralement heureux de remplir. Tout au plus arrive-t-ilépisodiquement que l'un d'entre eux modi�e son statut en hangeant de spéialité, maisela ne prête en général pas à onséquene.Le problème Deux grains de sable viennent perturber e système politique presqueparfait. Le premier fait son apparition dans [Pey76℄ sous forme d'une entité partiuliè-rement attrative qui provoque la onvergene des pensées de tous les shtroumpfs versun objet unique : elle-même. Par malheur, ette entité (surnommée �la shtroumpfette�)n'existe qu'en un seul exemplaire. Malgré la pénurie, les shtroumpfs sont trop iviliséspour se livrer à une guerre ouverte. Mais ils ne s'en trouvent pas moins onfrontés à unserieux problème : une shtroumpfette, ent shtroumpfs...Dans [Pey78℄, il est fait mention qu'une des ativités préférées des shtroumpfsest d'assister à un ouher de soleil. Dès lors, assister à un ouher de soleil ave lashtroumpfette devient une onsération. Reste à ette dernière la di�ile tâhe dehoisir son aompagnateur.Première solution : Pour lui permettre un hoix juste et équitable, le grand shtroumpf(une sorte de ditateur élairé auquel tous obéîssent) établit une tradition. Les soirs delune bleue, tous les shtroumpfs font une grande ronde autour de la shtroumpfette. Al'un d'entre eux, il est remis la �baguette de l'orateur�. L'heureux possesseur de ettebaguette dispose d'une minute pour lire un poème, hanter une hanson ou faire unequelonque délaration suseptible d'émouvoir la shtroumpfette. Ensuite, l'orateur /



6 TABLE DES MATIÈREShanteur / délarateur passe la baguette à son voisin de gauhe qui peut égalementtenter sa hane pendant une minute. Et ainsi de suite jusqu'à e que la shtroumpfettehoisisse. Cette dernière étant par nature assez indéise, il n'est pas rare que le mêmeshtroumpf puisse s'exprimer plusieurs fois. Mais les shtroumpfs sont patient...Le vainqueur gagne tous les ouhers de soleil jusqu'à la prohaine lune bleue.Le deuxième grain de sable. Surnommé �shtroumpf fareur�, il est omniprésentdans toute l'histoire des shtroumpfs. Sous son air débonnaire et guilleret, e psyho-parnoïaque maniaodépressif dissimule une tendane ompulsive et irrépressible au ter-rorisme systèmatique. Ses innombrables bombes font presque partie integrante de la viedes autres shtroumpfs.Cela ne serait que demi mal s'il s'en tenait là. Mais sa nature perverse le pousse àrégulièrement modi�er son omportement. Un jour il pose une bombe, un autre jouril o�re un gâteau, un troisième il tombe lui-même dans son propre piège... Bref, leshtroumpf fareur est problématique pare que omplètement imprévisible.La lune bleue. Même lors de la ronde de la lune bleue, moment onsidéré par beau-oup de shtroumpfs omme étant saré, il se livre à ses ontinuelles fares. Régulière-ment, il fabrique des imitations de la baguette de l'orateur et les distribue mesquinementavant que la érémonie ne ommene. Plusieurs shtroumpfs, tous se royant orateurs,se mettent alors à parler simultanément. Naturellement, auun ne veut se taire de peurde perdre son temps de parole. La shtroumpfette, entre de la aophonie, ne omprendplus e qu'on lui dit et ne peut plus hoisir.Solution auto-stabilisante Comme toujours, le grand shtroumpf trouva une solu-tion. Il eut l'idée d'introduire deux types de baguettes : des rouges et des vertes. �Larouge, délara-t-il, donne un temps de parole d'une minute, alors que la verte ne laisseque trente seondes. Et si un shtroumpf reçoit une baguette alors qu'il en a déjà une,il doit en jeter une et ne onserver que l'autre�. Ainsi fut-il fait. Les shtroumpfs ae-ptèrent e nouveau règlement ave omplaisane.De son �té, le grand shtroumpf déida qu'indépendamment de la ouleur des ba-guettes qu'il reevrait, il transmettrait une fois sur deux une baguette rouge, une foissur deux une baguette verte.Vitoire ! Curieusement, en appliquant es nouvelles règles, on onstata une netteamélioration du déroulement de la érémonie. Quand le shtroumpf fareur mettaiten jeu plusieurs baguettes, les baguettes vertes irulant plus vite que les rouges, lesshtroumpfs orateurs reevaient de temps en temps une deuxième baguette. Ils en je-taient alors une et progressivement, les baguettes exédentaires étaient éliminées. Biensûr, le retour à la normale pouvait être long, mais les shtroumpfs sont patients...Solution rapide. Pas si patients que ça, �nalement... A tel point que l'un d'entreeux suggéra de ne plus transmettre systèmatiquement les baguettes dans le même sens.Après avoir parlé, un orateur devait regarder si un de ses voisins avait lui aussi une



0.2. INFORMATIQUE ET SCHTROUMPFERIE 7baguette. Le as éhéant, plut�t que de transmettre systèmatiquement sa baguette aushtroumpf de gauhe, il devait la transmettre de sorte qu'elle rattrape le plus vitepossible une autre baguette. Bien sûr, en as de baguette unique, la règle �transmettreà gauhe� demeurait valable.Sans le savoir, les shtroumpfs venaient de mettre en plae un algorithme auto-stabilisant et un algorithme proportionnel.0.2 Informatique et shtroumpferieL'histoire préédente n'est qu'un exemple ludique illustrant trois des prinipauxonepts sur lesquels repose ette thèse : les algorithmes répartis, l'auto-stabilisationet la stabilisation proportionnelle.En langage informatique, haque shtroumpf est assimilable à un proesseur. Laronde des shtroumpfs est un réseau. Les instrutions qu'ils exéutent sont les odesprogrammes des proesseurs. L'ensemble des shtroumpfs exéutant leur ode illustre lefontionnement d'un algorithme réparti.Le problème qu'ils doivent résoudre est onnu sous le nom �d'exlusion mutuelle� :plusieurs proesseurs veulent aéder à une même ressoure (l'oreille de la shtroump-fette) et ne peuvent le faire que un par un.La première solution proposé est une solution répartie lassique : Pour le résoudre,un protoole est mis en plae (la première solution). Il fontionne assez bien. Si tous lesproesseurs suivent leurs intrutions et qu'auune perturbation n'a lieu, il assure quetous les proesseurs pourront avoir aès à la ressoure.La �mesquinerie� des ordinateurs n'a pas enore été établie de manière formelle et lesélèbres lois de Murphy ne sont que des onjontures. Néanmoins, il arrive fréquemmentque les réseaux informatiques soient sujets à des perturbations. Elles sont ii représentéespar la distribution de fausses baguettes, ÷uvre du shroumpf fareur 1.Qu'elles frappent le réseau des shtroumpfs ou elui de systèmes informatiques pluslassiques, les pannes ont bien souvent un e�et fatal sur la bonne marhe des opérations.Ainsi, la shtroumpfette n'entend plus les messages qui lui sont adressés.L'auto-stabilisation est une propriété des algorithmes répartis leur permettant deorriger automatiquement un ertain type de panne. Dans notre exemple, la solutionauto-stabilisante permet au système de revenir progressivement vers une situation oùun seule baguette subsiste 2. Ce faisant, elle permet a l'algorithme de retrouver un om-portement orret moyennant une petite phase transitoire où des perturbations sontenore présentes.Diminuer la longueur de ette phase transitoire est le prinipal objetif des ra�-nements de l'auto-stabilisation que nous présentons ii. En partiulier, les algorithmesstabilisants proportionnels ont la propriété de retrouver un omportement orret en untemps proportionnel à la taille de la panne.1. Shroumpf fareur a qui nous présentons toutes nos exuses pour les quali�atifs dont nous l'avonsa�ublé...2. La preuve d'un algorithme sensiblement identique à elui-là est donné au hapitre 7.



8 TABLE DES MATIÈRES0.3 Un peu d'histoire...Nos travaux se plaent dans le adre général des études liées à l'auto-stabilisation.0.3.1 L'auto-stabilisationL'auto-stabilisation a été introduite par Dijkstra dans un artile de 1974 [Dij74℄.Pendant neuf ans, e résultat resta marginal jusqu'à une intervention de Leslie Lam-port [Lam83℄ qui �t remarquer l'importane et la puissane potentielle que présentaitl'auto-stabilisation. Depuis, l'intérêt pour le domaine ne fait que roitre. [Sh93, FDG94,Tel94, HW95℄ présentent des �survey� de l'auto-stalisation.0.3.2 Ra�nements de l'auto-stabilisationLe prinipal inonvénient des algorithmes auto-stabilisants est leur long temps deonvergene. D'où l'idée naturelle de onevoir des algorithmes basés sur un oneptprohe de l'auto-stabilisation (pour en onserver les avantages) tout en proposant destemps de onvergene moindre que leur équivalent auto-stabilisant. C'est l'objetif dee que nous appelons �les ra�nements de l'auto-stabilisation�.L'apparition de la k-stabilisation et des algorithmes proportionnels est résolumentmoderne. Jusqu'à une époque très réente, les seuls algorithmes proportionnels proposésrésolvaient uniquement des problèmes statiques. Le onept apparaît pour la premièrefois dans [KP95℄. Kutten et Patt-Shamir proposent un algorithme k-proportionnel per-mettant de résoudre le problème du bit persistant [KP97℄ alors que Afek et Dolev pré-sente une méthode de transformation automatique dans [AD97℄. En 1999, un algorithmeà la fois k-stabilisant, auto-stabilisant et anti-orruption résoud pour la première fois unproblème dynamique (l'exlusion mutuelle) [BGK99℄. Puis, dans [Gen00℄, le même pro-blème est résolu dans le as synhrone de manière auto-stabilisante et proportionnelle.0.3.3 L'exlusion mutuelleTout au long de ette thèse, nous allons illustrer les di�érentes tehniques permettantd'obtenir des algorithmes proportionnels et anti-orruption par des exemples. Prinipa-lement, nous onsidèrerons le problème de l'exlusion mutuelle.Les travaux sur le sujet sont innombrables. Pour mémoire, le premier algorithme d'ex-lusion mutuelle fut présenté par E. W. Dijkstra dans [Dij65℄. M. Raynal leur onsaretout un livre ([Ray86℄). Dans le adre auto-stabilisant, 'est un problème fondamentalqui a fait l'objet de très nombreuses études ([Dij74, GH96, FD94, BD95, BP89, IJ90,Her90, BCD95, DGT00℄).L'exlusion mutuelle auto-stabilisante a le même point de départ que l'auto-stabilisationpuisque l'artile de Dijkstra[Dij74℄ présente un algorithme d'exlusion mutuelle asyn-hrone sur un anneau semi-uniforme. Cet algorithme stabilise en O(n2) et utilise O(n)états par proesseur. Toujours sur un anneau semi-uniforme ave un démon asynhrone,M.G. Gouda et F.F. Haddix optimisent le nombre d'états par proesseurs, au détrimenttoutefois du temps de stabilisation [GH96℄.



0.4. OBJECTIF DE LA THÈSE 9Problème Topologie Propriété Démon Coût Temps de Réf.traité mémoire stabilisationExlusion Anneau Auto- Réparti O(log(n)) O(n2)) [Dij74℄mutuelle semi-uniforme stabilisant Non-équitableExlusion Anneau Auto- Réparti 3 bits O(n3)) [GH96℄mutuelle semi-uniforme stabilisant Non-équitableExlusion Anneau uniforme Impossible QuelonqueExlusion Anneau uniforme Auto- Réparti n2=log(n) [BP89℄mutuelle de taille première stabilisant Non-équitableExlusion Anneau uniforme Auto- Réparti [BCD95℄mutuelle stabilisant ProbabilisteBit Graphe uniforme K-proportionnel Réparti n2 O(f) [KP97℄persistant quelonque (ave k < n=2))Exlusion Anneau Auto-stabilisant Réparti O(log(n)) O(n+ k2)) [BGK99℄mutuelle semi-uniforme Anti-orruption Non-équitableExlusion Anneau k-proportionnel Réparti [BGK99℄mutuelle semi-uniforme impossible Non-équitableExlusion Anneau Auto- Synhrone 1 bit O(n) [Gen00℄mutuelle semi-uniforme stabilisantExlusion Anneau Proportionnel Synhrone O(log(n)) O(f3Log(f)) [Gen00℄mutuelle semi-uniformeExlusion Anneau k-proportionnel Réparti O(log(k)) O(f) [Gen01℄mutuelle uniforme Non-équitableTab. 1 � Quelques algorithmes tolérant les défaillanes transitoiresL'hypothèse semi-uniforme est indispensable puisque le problème est insoluble demanière déterministe sur un anneau uniforme quelonque. Parmi les diverses solutionsprésentées sur un anneau uniforme, ertaines sont fontion de la taille de l'anneau (equi implique que les proesseurs en ont onnaissane, omme dans [BP89℄), d'autres sontprobabilistes ([Her90, BCD95, KY97, DGT00℄).Le tableau 1 reense quelques algorithmes tolérant les défaillanes transitoires. Ladeuxième moitié du tableau résume les di�érents résultats présentés dans ette thèse.Le oût mémoire et le temps de onvergene sont généralement fontion de ertainsparamètres, généralement liés à la topologie du système réparti pour lequel l'algorithmea été onçu. n est la taille du graphe. k est une onstante à �xer lors de l'implantationde l'algorithme. f est le nombre e�etif de fautes (dans le adre de la stabilisationproportionnelle ou k-proportionnelle).0.4 Objetif de la thèseL'objetif de ette thèse est de développer et synthétiser un ertain nombre deonepts dérivés de l'auto-stabilisation.Le hapitre 1, Présentation du domaine, introduit les algorithmes répartis. Il



10 TABLE DES MATIÈRESdé�nit di�érentes hypothèses permettant de modéliser un réseau.Le hapitre 2, Modèle, fournit un adre formel permettant de présenter des algo-rithmes répartis et de démontrer leurs propriétés. Tous les onepts abordés au premierhapitre sont modélisés et des dé�nitions préises de l'auto-stabilisation et de ses raf-�nements y sont données. Diverses méthodes de démonstration utilisées pour prouverles propriétés des algorithmes sont exposées. En�n, il présente plus spéi�quement lesonepts liés à l'exlusion mutuelle sur un anneau.Le hapitre 3 propose une étude de l'algorithme d'Elusion mutuelle de Dijkstra.Après avoir présenté l'algorithme, nous étudions en détail sa omplexité au pire.Le hapitre 4 présente un résultat d'impossibilité : il n'existe pas d'algorithmed'exlusion mutuelle proportionnel sous un démon entralisé.Les hapitre 5 et 6 proposent des tehniques permettant d'améliorer les algorithmesauto-stabilisants. Appliqué à l'exlusion mutuelle, elles permettent d'obtenir un algo-rithme anti-orruption et ayant un temps de onvergene plus ourt que elui deDijkstra dans le as d'un faible nombre de fautes. Ses tehniques et les algorithmes lesillustrant ont été publiées dans [BGK98, BGK99℄.Un démon entralisé ne permettant pas aux algorithmes d'être proportionnel, leshapitres 7 et 8 présentent des algorithmes d'exlusion mutuelle sous un démonsynhrone. Le premier, auto-stabilisant et optimal en espae mémoire, sert de base auseond qui est lui proportionnel. Ses résultats ont été publiés dans [Gen00℄.En�n, le hapitre 9 montre tout l'interêt que représente le onept de stabilisationproportionnelle puisqu'il permet de résoudre des problèmes insolubles dans le adrelassique de l'auto-stabilisation.
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Chapitre 1Présentation générale du domaineDans e hapitre, nous donnons un aperçu informel des systèmes répartis et des di�é-rents travaux qui s'y rapportent. Après avoir étudié ertaines de leurs propriétés et leursprinipales di�érenes ave les algorithmes entralisés, nous présentons les aratéris-tiques générales de l'auto-stabilisation et des divers onepts qui en ont dérivé omme lak-stabilisation, la stabilisation proportionnelle ou la stabilisation anti-orruption. Puisnous étudions les hypothèses de réseau lassiquement utilisées pour modéliser les algo-rithmes stabilisants. En�n, à l'aide de tous es onepts, nous examinons brièvementles travaux les plus marquants des auteurs ayant ÷uvré sur l'algorithmique répartie engénéral et sur la stabilisation en partiulier.Une présentation générale des algorithmes répartis est disponible dans [RH90, Tel94,Lyn96℄. Les onepts assoiés à l'auto-stabilisation sont dérits dans [Sh93, Tel94,Dol00℄. Les algorithmes stabilisants proportionnels 1 sont présentés également dans [Dol00℄.Les mesures de omplexités utilisées par la suite sont détaillées dans [Lav95℄.1.1 Les systèmes répartisDe nombreux systèmes réels, omme la téléphonie mobile ou les systèmes informatiques,sont organisés en réseaux. Chaun des membres onstitue une unité potentiellementautonome pouvant agir et éhanger des informations ave un ertain nombre d'autresmembres. Ce genre de réseau est appelé système réparti et est modélisés par un graphedont haque n÷ud est un proesseur muni d'un algorithme. Un exemple de systèmeréparti est donné �gure 1.1.1.1.1 IntérêtIl existe de nombreuses formes de systèmes répartis. Une mahine parallèle onstituéede plusieurs proesseurs partageant la même mémoire est un système réparti (elle peutêtre modélisée par un graphe omplet puisque, via la mémoire partagée, haque proes-seur peut éhanger de l'information ave tous les autres). Les téléphones (mobiles oulassiques) permettant des éhanges verbaux entre di�érents individus en sont un autre1. time-adaptif en anglais.



12 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION GÉNÉRALE DU DOMAINEexemple. Plus lassiquement, un réseau d'ordinateurs autonomes possédant haun unproesseur et une mémoire propre onstitue un système réparti.Historiquement, les systèmes répartis sont apparus pour faire fae à ertains pro-blèmes [Tel94℄ :1. Éhange d'information : que e soit des textes, des images ou des messagesauditifs, les éhanges d'informations automatisés par l'életronique (par exempled'ordinateur à ordinateur) sont de loin bien plus rapides que eux utilisant lesmoyens lassiques de ommuniation. D'où la néessité d'établir un réseau infor-matique permettant de tels éhanges, e qui fut fait par les universités et ertainesgrosses entreprises dans les années soixante.2. Partage des ressoures : si le oût des ordinateurs personnels a onsidérable-ment baissé, il n'en est pas de même pour un ertain nombre de périphériquesomme les imprimantes, les sanners ou enore les unités de sauvegarde. Et poursi indispensables qu'ils soient, es périphériques n'en sont pas moins utilisés qu'o-asionnellement. Le développement de réseaux loaux a permis de les rendre a-essibles à partir de plusieurs ordinateurs.3. Fiabilité : l'utilisation des systèmes répartis peut permettre un fontionnementorret du système même en as de défaillane de ertains de ses proesseurs. Parexemple, la dupliation d'informations sur di�érentes mahines réduit onsidéra-blement les risques de perte, tout omme l'exéution de la même appliation ri-tique sur plusieurs ordinateurs permet de pallier la défaillane d'un ertain nombred'entre eux.4. Performane : le fait de disposer de plusieurs unités de alul o�re la possibilitéde diviser une tâhe en plusieurs sous tâhes et de les faire exéuter simultanément.C'est e que font les ordinateurs à arhitetures parallèles. De même, les réseauxpermettent en général à un utilisateur d'exéuter des ommandes sur plusieursmahines en même temps.1.1.2 Algorithmes répartisPour réaliser di�érentes tâhes sur les réseaux tout en exploitant au mieux leurs avan-tages ont été onçus des algorithmes spéi�ques, adaptés au ontexte réparti : les algo-rithmes répartis.Un algorithme réparti est une fontion assoiant un protoole à haun des n÷udsd'un réseau (ou graphe). Exéutés simultanément par tous les n÷uds, es protoolespermettent au système de satisfaire ertaines propriétés globales. On dit alors que lesystème est en train de suivre une exéution. Un exemple d'algorithme réparti est donné�gure 1.1(b). A haque n÷ud du graphe 1.1(a) est assoié un protoole. L'ensembleonstitue un système réparti (�gure 1.1()).D'un point de vue opérationnel, les algorithmes répartis di�èrent des algorithmesentralisés par plusieurs aspets ([Ray85, Tel94℄) :1. Non-onnaissane de l'état global : dans un système entralisé, le proesseurexéutant un protoole onnaît l'intégralité du système. Cela demande une grande
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() Système répartiFig. 1.1 � A quoi rèvent les ordinateurs?apaité de mémoire, puisque toute l'information doit être réunie en un seul n÷ud.En ontrepartie, ela lui permet de faire des hoix en utilisant ette onnaissane.Dans un système réparti, haque proesseur n'a qu'une onnaissane loale del'état du système. Les proesseurs doivent don faire des hoix en disposant d'uneinformation partielle et parfois assez restreinte. S'ils ont besoin d'une informationplus omplète, ils doivent attendre que ette information leur parvienne. Pourela, elle doit traverser une partie du réseau, e qui peut éventuellement la rendreobsolète.2. Absene d'horloge globale : dans un système réparti, haque proesseur possèdesa propre horloge. Ces di�érentes horloges peuvent ne pas être synhronisées. Ladiversité des multiples omposants du réseau peut également induire des di�érenesde vitesse, tout omme l'enombrement des anaux de ommuniation peut rendrealéatoire le temps néessaire à l'aheminement des messages.3. Non-déterminisme : toutes les di�érenes de vitesse entre les divers onstituantsdu réseau rendent les systèmes répartis non-déterministes. Par exemple, onsidé-rons un n÷ud A devant exéuter son ode lorsqu'il reçoit un message d'un voisin Bet s'éteindre lorsqu'il reçoit un message d'un autre voisin C. Supposons que B et Clui envoient haun un message. L'état des anaux reliant A à ses voisins étant ar-bitraire, rien ne permet de déterminer si A va exéuter son ode puis s'éteindre, oudiretement s'éteindre. Si le message en provenane de C est partiulièrement lent,il est même possible que A reçoive plusieurs messages de B avant de s'éteindre.4. Possibilité de résistane aux pannes : dans le as d'un algorithme entralisé,si le n÷ud entral est défaillant, tout le système est paralysé. Dans un systèmeréparti, la panne d'un ou plusieurs n÷uds peut ne pas être irrémédiable. C'estnotamment le as sur des réseaux de grande taille où les proesseurs sont distantsles uns des autres. Puisque les ations sont prises en utilisant une informationloale, un proesseur éloigné de l'endroit où se produit une panne peut ontinuerà agir.



14 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION GÉNÉRALE DU DOMAINECette dernière propriété onstitue le ÷ur des protooles tolérants aux pannes quenous allons étudier tout au long de ette thèse.1.1.3 Problèmes lassiques en algorithmique répartieLe but des algorithmes répartis est de résoudre au mieux un problème réel. A traversla littérature, parmi tous les problèmes traités, on en trouve un petit nombre qui revientrégulièrement. Leur position privilégiée s'explique par deux raisons :1. Problèmes ruiaux : ertains de es problèmes se posent de manière inontour-nable et ritique dans la réalité. Par exemple, il est important que les algorithmesde bas étages des réseaux sur lesquels vont reposer tous les protooles de ommu-niation soient �ables et rapides. D'où une grande néessité de les étudier.2. Comparaison faile : ette raison n'est que la onséquene direte de la prée-dente. En e�et, la littérature regorge d'artiles proposant diverses solutions auxdi�érents problèmes lassiques. Les oûts en temps ou en mémoire ont été ana-lysés, des impossibilités ont été établies et ertaines bornes d'optimalité ont étéatteintes. Ces problèmes �lassiques� onstituent don une bonne base de travailpermettant de tester l'e�aité d'une nouvelle solution ou d'un nouveau onept.Par exemple, une propriété A peut à première vue sembler identique ou moinsintéressante qu'une propriété B ; résoudre selon A un problème lassique que lalittérature tient pour insoluble selon B établit tout l'intérêt et la spéi�ité dunouveau onept A.La liste des problèmes présentés i-dessous n'est pas exhaustive. Elle se onentreplus partiulièrement sur eux qui ont fait l'objet d'études auto-stabilisantes.A) Problèmes statiquesLes problèmes statiques ([DGS96℄) sont eux dont la spéi�ation ne dépend quede l'état du graphe. C'est généralement le as lorsque l'on veut que ertains proes-seurs aquièrent des onnaissanes sur le réseau auquel ils appartiennent (problème desprofondeurs), ou enore fassent des hoix onertés permettant la réalisation d'un butommum (onstrution de topologie, bit persistant). En algorithmique réparti lassique,une fois que tous ont obtenu les informations reherhées, le problème est résolu etl'exéution peut s'arrèter.Du point de vue de l'auto-stabilisation, un système peut être sujet à des orruptions.Elles peuvent naturellement intervenir après que le système ait trouvé une solutionau problème. D'où, lorsqu'un algorithme stabilisant résoud un problème statique, ilontinue à e�etuer un ertain nombre de ontr�les même après avoir trouvé une solution.Néanmoins, lorsque les seules ations possibles des proesseurs onsistent à mettre àjour leurs variables en leur donnant une valeur identique à elle qu'elles avaient déjà, ononsidére que l'exéution est terminée.



1.1. LES SYSTÈMES RÉPARTIS 15Constrution de topologie Ce problème se pose lorsqu'on veut adapter un algo-rithme à un réseau pour lequel il n'a pas été onçu. Par exemple, l'exlusion mutuelleonnaît de nombreuses solutions e�aes sur un anneau mais assez peu sur un graphequelonque. Construire une topologie d'anneau sur un graphe permet, en omposant lesdeux algorithmes, d'obtenir un algorithme d'exéution mutuelle sur un graphe.Chen, Yu et Huang proposent une onstrution d'arbre auto-stabilisante à partird'un graphe quelonque dans [CYH91℄. Une onsturtion [BLB95℄Di�usion & Éhange total Les systèmes répartis ne disposent à priori que d'unmode de ommuniation point à point ; lorsqu'un n÷ud veut faire iruler une infor-mation, il ne peut la faire parvenir qu'aux proesseurs ayant un lien de ommuniationdiret ave lui. Pour ertains problèmes, il peut être néessaire d'utiliser des primitivesde ommuniation globale. La di�usion onsiste pour un proesseur à faire parvenir soninformation à tous les autres.L'éhange total est une généralisation de la di�usion. Il ne s'agit plus de faire om-muniquer un proesseur ave le reste du réseau mais tous les proesseurs doivent om-muniquer ave tous les autres.Les problèmes de di�usion et d'éhange total sont traités dans [JdR94℄ dans un adrenon auto-stabilisant. Un algorithme de di�usion parallèle auto-stabilisant est proposédans [JADT99℄.Életion Même dans le adre réparti, il peut arriver que ertaines appliations aientbesoin momentanément de distinguer un proesseur, que e soit pour lui faire exéuterun ode di�érent ou pour prendre des déisions globales onernant l'ensemble du réseau.L'életion onsiste à faire désigner un unique proesseur par l'ensemble du réseau.Lee Lann donne un algorithme d'életion probabiliste sur un anneau dans [GlL77℄.Afek et Gafni présentent une étude sur la omplexité de l'életion dans [AG91℄.Profondeur Ce problème se pose sur les graphes semi-uniformes. Le proesseur éti-queté di�éremment des autres est appelé le proesseur �distingué�, ou la raine du graphe.C'est fréquemment le as dans les réseaux de type �arbre� ou �en étoile�. Ces topologiespermettent en général d'allier les avantages des systèmes répartis et la puissane dedéision des systèmes entralisés. Dans un tel ontexte, il peut devenir intéressant pourun proesseur quelonque de onnaître le nombre de proesseurs le séparant de la rainedu graphe. Ce nombre est appelé profondeur du proesseur, ou distane à la raine.Résoudre le problème des profondeurs onsiste à faire onnaître à haque proesseur sadistane à la raine.Ce problème est souvent traité de la même manière qu'une onstrution d'arbre surun réseau ou qu'un routage des plus ourts hemins [SG89, Her91℄.Bit persistant Ce problème est en apparene un des plus simples qui soient : tous lesproesseurs disposent d'une variable qui doit être identique sur tout le réseau. Dans lapratique, ela permet de gérer la dupliation d'informations ou de véri�er la stabilitéd'un système.



16 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION GÉNÉRALE DU DOMAINECe problème est présenté dans [KP95℄. Une version auto-stabilisante et k-stabilisanteproportionnelle est donnée dans [KP97℄B) Problèmes dynamiquesA l'inverse, les problèmes dynamiques ne dépendent pas uniquement de l'état duréseau mais plus de son évolution à travers le temps. En e�et, les spéi�ations dees problèmes portent sur les exéutions du système réparti. C'est notamment le aslorsqu'on veut qu'une information irule en permanene entre tous les proesseurs (ex-lusion mutuelle) ou que tous disposent de la même information régulièrement mise àjour (synhronisation). En algorithmique stabilisante omme en algorithmique lassique,les exéutions liées à e genre de problème sont toujours in�nies.Exlusion mutuelle Un système réparti véri�e la spéi�ation �exlusion mutuelle�si à tout moment, un seul de ses proesseurs a aès à une ertaine ressoure et siun proesseur désirant la ressoure est ertain d'y avoir aès. Ce genre de problèmesse pose notamment lors de la mise en ommun des moyens de prodution, omme lepartage d'une imprimante par plusieurs ordinateurs. Deux ordinateurs ne doivent paspouvoir imprimer simultanément et tous doivent être sûrs qu'il auront tout de mêmeaès au servie ultérieurement. Les référenes sur l'exlusion mutuelle sont présentéessetion 0.3.3, page 8k exlusion mutuelle C'est une variante de l'exlusion mutuelle. A haque instant,exatement k ressoures doivent être présentes dans le système. Là enore, haque pro-esseur doit être assuré d'avoir aès à haune d'entre elles in�niment souvent.Ce problème est dé�ni dans [FLBB82℄. Des versions auto-stabilisantes sous di�érenteshypothèses peuvent être trouvées dans [FDS94, ADHK97℄Synhronisation Les systèmes répartis ne disposent pas d'horloge globale (para-graphe 2, page 13). La nature des di�érents omposants induit des variations de vitesseset entraîne un non-déterminisme. Pour ertains problèmes, ela peut devenir gênant.La synhronisation d'un réseau onsiste à maintenir arti�iellement une horloge danshaque proesseur et à gérer toutes les horloges de manière à e qu'elles indiquent lemême temps au même moment.La synhronisation a été introduite par B. Awerbuh dans [Awe85℄.1.2 Hypothèses de modélisationDe par leur grande diversité, les réseaux présentent des omportements très variablesaussi bien au point de vue du mode de ommuniation que du fontionnement interne desproesseurs. Néanmoins, il est possible de les lassi�er en groupes selon ertaines ara-téristiques ommunes, aratéristiques qui servent ensuite d'hypothèse aux algorithmesrépartis.



1.2. HYPOTHÈSES DE MODÉLISATION 171.2.1 Système de ommuniationEn premier lieu viennent les hypothèses de ommuniation : un réseau est onstituéde divers éléments pouvant ommuniquer les uns ave les autres. Cette ommuniationpeut être modélisée de di�érentes manières :1. Ehange de message : lorsqu'un proesseur veut donner une information à unautre, il lui envoie un message via un anal de ommuniation. Ce modèle prenden ompte le temps qui s'éoule entre l'expédition d'un message et sa réeption(délai de transmission) ainsi que les possibilités d'apparition, de disparition ou dedupliation de message. Il onsidère les liens de ommuniation omme des entitésà part entière ayant des aratéristiques propres, notamment ([Lyn96℄):(a) Canaux à mémoire bornée / non bornée : un anal peut aepter si-multanément un nombre variable de messages. Certain anaux n'en tolèrentqu'un nombre �ni �xé à l'avane. Ils sont appelés anaux à mémoire bornée.Les autres, à mémoire non bornée, en aeptent un nombre illimité.(b) FIFO / non FIFO : FIFO vient de l'anglais First In First Out (PremierEntré, Premier Sorti). Les anaux ayant ette propriété assurent que l'ordrede réeption sera le même que elui de l'émission. Les anaux non FIFOautorisent un message à en dépasser un autre.() Communiation à délai borné / non borné : des anaux à délai bornéassurent que la durée de transmission des messages ne dépasse pas un ertaintemps. Les autres, à délai non borné, ne donnent auune garantie sur le délaid'aheminement.(d) Unidiretionnel / bidiretionnel : un anal reliant deux proesseurs P etQ peut être apable d'aheminer des messages de P vers Q et de Q vers P ,ou n'être apable que de l'une de es deux opérations. Dans le premier as,le anal est bidiretionnel, dans le seond il est unidiretionnel.2. Mémoire partagée : Dans le modèle à mémoire partagée, les proesseurs dis-posent d'une zone mémoire ommune dans laquelle ils peuvent érire et lire desinformations. Là enore, es aratéristiques propres sont variables :(a) Mémoires spéi�ques / indi�éreniées : quand plusieurs proesseurs par-tagent une même mémoire, ertains peuvent se voir imposer des restritionsquant aux opérations qu'ils sont habilités à e�etuer. Classiquement, un pro-esseur peut être autorisé à lire le ontenu d'une mémoire, mais pas à y érire,ou inversement.(b) Type de registres : si un proesseur lit un registre pendant que d'autresproesseurs y érivent, plusieurs hoses peuvent se produire, selon la �abilitédu registre :i. Registre sûr : la leture renvoie une des valeurs quelonques possiblespour le registre.ii. Registre régulier : les registres réguliers assurent qu'une leture retour-nera soit la valeur du registre avant ériture, soit une des valeurs en traind'être érite.



18 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION GÉNÉRALE DU DOMAINE
(a) quelconque (b) étoile (c) complet (d) chaîne (e) anneau (f) arbreFig. 1.2 � Quelques exemples de grapheiii. Registre atomique : les opérations de leture / ériture sont onsidéréesomme atomiques. La leture doit intervenir avant ou après l'ériture,mais pas simultanément.() Unidiretionnel / bidiretionnel : un proesseur P peut avoir un aèsen leture au registre d'un proesseur Q sans que Q ait un aès à une desmémoires de P . Dans e as, P peut disposer d'informations sur Q sans quel'inverse soit vrai. Ce genre de réseau est unidiretionnel. Dans un réseaubidiretionnel, pouvoir lire la variable d'un autre proesseur implique uneréiproque.Le modèle à mémoire partagée peut sembler moins pertinent que elui à passagede message. En e�et, la mémoire partagée peut-être onsidérée omme un anal aep-tant un unique message (qui est don perdu dès qu'un nouveau message est envoyé)réémis à haque fois qu'il arrive. Mais il présente de grands avantages au point de vueformalisation des algorithmes et de la simpliité des preuves. De plus, de nombreusesétudes montrent que, sous ertaines hypothèses, les deux modéles ont un même pouvoird'expressivité et proposent des méthodes pour adapter les algorithmes de l'un à l'autre[AB93, KP93, Dol00℄.Dans la suite de ette thèse, nous n'utiliserons que le modèle à mémoire partagée.1.2.2 TopologieLa topologie du réseau a elle aussi une importane déterminante, notamment parrapport aux opérations autorisées aux algorithmes. Par exemple, si tous les proes-seurs disposent deux à deux d'un lien de ommuniation, les problèmes liés à l'éhanged'information sont grandement simpli�és. La topologie d'un réseau dépend de deux pa-ramètres :1. Struture du réseau : les proesseurs sont reliés entre eux par des liens de om-muniation. Ces liens dé�nissent la struture du réseau. Certaines d'entre elleso�rent des propriétés partiuliéres ([JdR94℄).(a) Réseau omplet : haque proesseur dispose d'un lien de ommuniationave tous les autres proesseurs (Figure1.2.()).(b) Etoile : un proesseur a un r�le entral ; il est relié à tous les autres proes-seurs. Par ailleurs, es derniers ne sont pas reliés entre eux (Figure1.2.(b)).



1.2. HYPOTHÈSES DE MODÉLISATION 19() Chaîne : une haîne est un réseau ordonnable de manière à e que haqueproesseur (sauf le plus petit et le plus grand) soit relié uniquement à sonsuesseur et son prédéesseur immédiat (Figure1.2.(d)).(d) Anneau : un anneau est une haîne à laquelle un lien de ommuniationentre le plus grand et le plus petit des proesseurs est ajouté (Figure1.2.(e)).(e) Arbre : un réseau a une struture d'arbre s'il existe une numérotation desproesseurs tel que haque proesseur dispose d'au plus un lien le reliant àun proesseur ayant un numéro plus petit que lui (Figure1.2.(f)).2. Uniformité : ertain réseaux autorisent un ou plusieurs proesseurs à avoir unr�le di�érent. Plus préisement, on distingue :(a) Réseau non-uniforme : tous les proesseurs sont suseptibles d'être distin-gués les uns des autres, par exemple en utilisant des identi�ateurs.(b) Réseau semi-uniforme : un seul proesseur est distingué. Les autres nesont pas identi�ables.() Réseau anonyme : tous les proesseurs sont identiques. Cela entraîne entreautre hose que tous les proesseurs exéutent le même ode.1.2.3 DémonLa dernière hypothèse de modélisation onerne le démon.Dans un système réparti, haque n÷ud dispose d'un protoole lui indiquant les a-tions qu'il doit aomplir. Nous l'avons déjà mentionné, les di�érenes de vitesse entreles omposants du réseau entraînent un non-deterministe. A priori, rien ne permet desavoir omment une exéution va se dérouler.Du point de vue de la modélisation, une telle multitude d'exéution rend la onep-tion et la démonstration d'algorithme partiulièrement di�ile à établir. D'où l'intro-dution du démon.Un démon est une hypothèse simpli�atrie faite sur l'ensemble des exéutions d'unsystème réparti. Classiquement, il limite le nombre des exéutions possibles d'un sys-tème, rendant ainsi possible la formalisation et la preuve d'algorithmes. Il se présentesous forme d'un prédiat sur les exéutions du système. Une exéution ne véri�ant pasle prédiat est onsidérée omme ne pouvant pas se produire et n'a pas à être onsidéréedans la preuve de l'algorithme.Conrètement, la majorité des démons �xe un ensemble de ontraintes que les exé-utions des systèmes répartis doivent suivre. En premier lieu, ils �xent l'atomiité desations exéutables par les proesseurs ([Tix00℄). Une ation atomique est une ationnon interruptible par une autre ation. En partiulier, rien ne peut survenir entre ledébut et la �n de son exéution. Ensuite, le démon détermine si plusieurs proesseurspeuvent agir simultanément ou si les ations seront onsidérées omme étant exéutéesles unes après les autres. En�n, il dé�nit l'ordre dans lequel les proesseurs auront ledroit d'agir.Anthropomorphisme démoniaque : Formellement, le démon est un objet statiquequi �xe les prinipes régissant les exéutions. L'ensemble des exéutions d'un système est



20 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION GÉNÉRALE DU DOMAINEalors représentable par une forêt dont ertaines branhes sont interdites par le démon.Dans la pratique, lorsque l'on herhe à prouver une propriété du système, on doitprendre en ompte toutes les exéutions possibles. Sur ertaines d'entre elles la preuvepeut être faile, sur d'autres elle peut être déliate, mais toutes doivent être onsidérées.Aussi, le démon est-il souvent onsidéré omme un adversaire ayant un pouvoir : eluide hoisir l'exéution la moins favorable à la propriété que l'on herhe à établir. Parexemple, si la spéi�ation du démon aepte les exéutions dans lesquelles ertainsproesseurs n'agissent pas alors que d'autres agissent plusieurs fois, on parlera d'undémon qui a le pouvoir de laisser ertains proesseurs inatifs tout en en favorisantd'autres.Démons lassiques : La littérature dé�nit un grand nombre de démons ([DIM93,Dij74, TH94, IJ93, DT00, Tix00℄). Nous nous limiterons ii à l'étude de eux utilisésdans le modèle à état. Classiquement, le modèle à état onsidère prinipalement inqtypes de démons, haun ayant une dé�nition propre de l'atomiité.1. Démon leture / ériture ([DIM93℄) : e démon onsidère que seules les a-tions de leture ou d'ériture sont atomiques. A part ela, auun ordre n'est imposéquant à l'exéution des ations. En partiulier, un proesseur P ayant deux voisinsQ1 et Q2 peut lire une variable de son voisin Q1. Q1 et Q2 peuvent ensuite êtreamenés à modi�er leurs valeurs. Ensuite, P peut être autorisé à lire la variablede Q2. Lorsque P agira, il le fera en fontion des valeurs supposées de Q1 et Q2,valeurs que ses voisins n'auront peut-être jamais eues simultanément.2. Démon totalement réparti ([TH94℄) : e démon autorise un proesseur à lirel'ensemble des variables de ses voisins ou à érire dans toutes ses variables propresen une ation. A part ela, auun ordre n'est imposé. En partiulier, un proesseurP peut lire les variables d'un voisin Q, suite à quoi Q peut e�etuer une modi�-ation de ses valeurs qui sera suivie par l'ation de P . Les valeurs lues par P sontalors obsolètes. Mais le Démon totalement réparti autorise tout de même P à agiren fontion des aniennes valeurs de Q.3. Démon réparti ([Dij74℄) : le démon hoisit un ensemble de proesseurs P parmieux qui peuvent agir. Puis tous les proesseurs de P doivent simultanément lireles variables de leurs voisins. En�n, ils doivent tous agir. L'ensemble onstitue uneation atomique.4. Démon entralisé ([Dij74℄) : e démon agit omme un démon réparti mis à partque l'ensemble des proesseurs ativables P ne doit ontenir qu'un seul élément.Ensuite, et unique proesseur doit lire les variables de ses voisins, puis agir.5. Démon synhrone ([Dij74, Her90℄): e démon agit omme un démon répartiativant à haque fois le plus de proesseurs possibles. P doit ontenir tous lesproesseurs pouvant agir. Ils doivent tous simultanément lire les variables de leurvoisin, puis agir ensemble.A ela viennent s'ajouter des propriétés sur la manière de hoisir l'ensemble P desproesseurs autorisés à agir :1. Démon non-équitable : les démons non équitables sont totalement libres. Enpartiulier, si un proesseur peut ontinuellement agir, le démon peut le hoisir



1.3. TOLÉRANCE AUX DÉFAILLANCESS 21éternellement, privant ainsi d'autres proesseurs de l'opportunité d'exéuter leursations.2. Démon équitable : les démons équitables interdisent qu'un proesseur pouvantagir soit systématiquement exlu de P.3. Démon probabiliste : es démons hoisissent l'ensemble P aléatoirement, géné-ralement en fontion d'une loi de probabilité.Par la suite, nous ne onsidèrerons que des démons non-équitables entralisés ousynhrones (les démons synhrones sont néessairement équitables).1.3 Tolérane aux défaillanessUne des propriétés des systèmes répartis est de pouvoir résister aux défaillanes.Celles que nous onsidérons sont prinipalement de deux types :1. Pannes dé�nitives : es pannes sont en général dues à une panne matérielle ouà une erreur dans le ode du programme. Selon leur nature et le moment où ellesse délenhent, elles se divisent en deux atégories :(a) Panne totale : un proessus sujet à une panne totale ne peut plus reevoirou envoyer de messages. Ce genre de panne orrespond généralement à unedéfaillane matérielle franhe.(b) Défaillane byzantine : le omportement d'un proessus byzantin est quel-onque. En partiulier, il peut ne pas suivre les spéi�ations de son algo-rithme. Ce type de panne est le plus souvent lié à une erreur de programma-tion ou une défaillane matérielle hronique.2. Défaillanes transitoires : rien de dé�nitif dans les pannes transitoires puisqueseules les mémoires du système sont atteintes. Le ode du programme et les apai-tés de ommuniation des proesseurs ne sont pas a�etés. Là enore, on distinguedeux types de pannes :(a) Corruption totale : tout le réseau est a�eté. Cela signi�e que le ontenudes mémoires, mais aussi elui des anaux de ommuniation peut être quel-onque.(b) Corruption partielle : seul un nombre �xé de proesseurs ou de anauxsont sujets à une orruption. Les autres onservent la valeur qu'ils avaient aumoment où la panne frappe le réseau.Pour des raisons historiques, le domaine traitant des pannes dé�nitives s'appelle �tolé-rane aux pannes� alors que les pannes transitoires sont du ressort de l'auto-stabilisation.1.3.1 Auto-stabilisationL'auto-stabilisation est une propriété des systèmes répartis qui leur assure de retrou-ver un omportement orret après une orruption de leurs mémoires. Après la panne,l'algorithme traverse une phase transitoire (appelée phase de stabilisation) au ours delaquelle les spéi�ations du système peuvent ne plus être satisfaites. Mais inévitable-ment ette phase onduit le système vers une exéution orrete. Une illustration du



22 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION GÉNÉRALE DU DOMAINEfontionnement des algorithmes auto-stabilisants est donnée �gure 1.3. En partant d'unétat du système quelonque (état 1), le système passe par un ertain nombre d'états(phase de stabilisation, états 2 à 18) puis retrouve un omportement véri�ant la spéi-�ation du problème (phase stabilisée, états 19 à 27 et suivant).L'auto-stabilisation tolère les pannes sous le ouvert de deux hypothèses :1. Code �able : les pannes peuvent a�eter les omposants volatiles du système,mais pas la mémoire morte. Cela signi�e que toutes les mémoires vives peuventêtre orrompues, ainsi que tous les liens de ommuniation. Par ontre, ela exlutle ode du programme lui-même.2. Faible fréquene des pannes : les pannes frappant le système doivent être su�-samment éloignées dans le temps les unes des autres pour que l'algorithme puisseretrouver un omportement orret entre deux pannes. Après une orruption mé-moire, un algorithme auto-stabilisant met un ertain temps avant de ramener lesystème dans un état orret. Si des pannes interviennent trop régulièrement, lapropriété de retour vers une exéution véri�ant la spéi�ation du problème peutne plus être assurée.Auune hypothèse n'est faite sur le nombre de proesseurs a�etés par une orruptionmémorielle, pas plus que sur la nature des pertes ou apparitions de message dans lesliens de ommuniation.Outre la résistane aux pannes transitoires, les algorithmes auto-stabilisants o�rentplusieurs avantages :1. Absene d'initialisation : un système réparti dont auun des proesseurs ne se-rait initialisé peut être onsidéré omme un réseau qui vient d'être totalement or-rompu. Dans e as, un algorithme auto-stabilisant assure tout de même un retourvers un fontionnement orret. L'initialisation du réseau, parfois si ontraignante,n'est don pas néessaire pour faire fontionner un algorithme auto-stabilisant.2. Réseau dynamique : ertains systèmes répartis évoluent au ours du temps,par exemple un groupe de proesseurs peut être ajouté au reste du réseau. Si leshypothèses de non-orruption du ode ('est à dire si le ode est présent dans lamémoire morte des proesseurs ajoutés) et de faible fréquene entre les pannes (lesmodi�ations de topologie sont ii onsidérées omme des pannes) sont respetées,alors l'algorithme assure un retour vers un fontionnement orret.L'utilisation des algorithmes auto-stabilisants présente également un ertain nombred'inonvénients :1. Non-détetion de la terminaison : haque proesseur n'a qu'une vision loalede l'état du système. Les proesseurs peuvent ne pas être apables de déteter lespannes, ou enore une panne peut a�eter une partie seulement du réseau. Danses deux as, ertains proesseurs vont avoir le même omportement que lorsque lesystème fontionne bien. Il leur est impossible de faire la di�érene entre e genrede situation et une exéution stabilisée. De manière générale, lorsque le problèmetraité est global, auun proesseur n'est à même de déteter la �n de la phase destabilisation.
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Fig. 1.3 � Phases de l'auto-stabilisation2. Suroût de fontionnement : en permanene, les proesseurs exéutent leurode. Ce ode ontient des méanismes permettant un retour vers un fontion-nement orret après perturbation. Lorsqu'il n'y a pas de panne, es méanismessont tout de même ativés ; en e�et, omme les proesseurs ne peuvent déteter leretour à la normale, ils doivent les exéuter en permanene. Par rapport à un al-gorithme réparti non auto-stabilisant présentant les mêmes servies en as de bonfontionnement, ela entraîne généralement un suroût en mémoire ou en nombrede messages éhangés entre les proesseurs.3. Absene de ontr�le durant la phase de stabilisation : après une orruptiondes mémoires, l'auto-stabilisation assure un retour vers un omportement orret.Mais auune propriété n'est assurée pendant la phase de stabilisation. En parti-ulier, une grande partie du réseau peut se onsidérer omme orrete et agir enonséquene alors qu'il n'en est rien.4. Longue phase de stabilisation : à et égard, l'auto-stabilisation peut être om-parée à un servie après-vente. Le onept est intéressant si les délais de réparationsont raisonnables. Malheureusement, la réalité est autre et il arrive fréquemmentqu'une simple panne puisse entraîner une longue phase de stabilisation.Les algorithmes auto-stabilisants tolèrent des pannes pouvant a�eter la totalitéd'un système réparti. Mais en as de panne légère, ils utilisent les mêmes méanismesde orretion qu'en as de panne totale, et la valeur orrompue d'un simple proesseurpeut parfois se propager et orrompre tout le reste du réseau, rendant ainsi la phase destabilisation relativement longue. On serait en droit d'espérer un traitement plus loalet plus rapide des fautes singulières, ainsi que leur ironsription à une zone prohe desproesseurs orrompus. Les algorithmes k-stabilisants présentent des solutions allantdans e sens.
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Fig. 1.7 � Exéution anti-orruptionest simple : e qui est sain doit le rester. Un algorithme anti-orruption est don un algo-rithme réparti assurant aux proesseurs non diretement touhés par une panne externede garder des valeurs orretes jusqu'à la stabilisation du système.Les avantages des algorithmes anti-orruption tiennent prinipalement en leur grande�abilité. Par exemple, dans un système multi-utilisateurs, les divers omposants du ré-seau peuvent présenter des risques de défaillane plus ou moins importants. Un ordina-teur réent et orretement on�guré peut être plus �able qu'une vieille mahine malentretenue n'o�rant plus qu'une utilisation épisodique. Dans e genre de as, les algo-rithmes anti-orruption o�rent la ertitude que les diverses pannes des haînons faiblesde réseau ne viendront pas perturber ses autres omposants.Une illustration du fontionnement des algorithmes anti-orruption est donnée �-gure 1.7. L'exéution représentée part d'un état très faiblement orrompu. Le nombrede orrompus n'augmente jamais.1.3.6 Thèmes et variationsDans la pratique, la lassi�ation formelle présentée i-dessus onnaît de nombreusesvariations. Idéalement, un algorithme à la fois proportionnel et anti-orruption sembleoptimal : phase de stabilisation ourte en as de orruption de petite taille, non pro-pagation des erreurs tout en assurant l'auto-stabilisation en as de orruption totale.Mais de tels algorithmes sont partiulièrement di�iles à onevoir. Aussi la littératureprésente-t-elle de nombreuses variantes.1. k anti-orruption : le �té statique des algorithmes anti-orruption peut om-promettre leur �té auto-stabilisant. Ainsi, si une grosse majorité du réseau estorrompue, il peut être intéressant de onsidérer les orruptions omme les bonnesvaleurs et les aniennes bonnes valeurs omme des orruptions. L'inertie des al-gorithmes anti-orruption ne permet pas une telle approhe. C'est pourquoi, onpeut leur ajouter la même restrition que pour les algorithmes auto-stabilisants et



28 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION GÉNÉRALE DU DOMAINEproportionnels, à savoir une tolérane à un petit nombre de pannes. Là enore, lapropriété d'auto-stabilisation est potentiellement perdue.2. Stabilisation k-proportionnelles et auto-stabilisante : à l'inverse, les algo-rithmes k-proportionnels n'inluent pas de lause auto-stabilisante, mais il est tou-jours possible d'en ajouter une. On obtient ainsi un algorithme ayant une phasede stabilisation proportionnelle au nombre de fautes lorsqu'un petit nombre depannes survient tout en garantissant la onvergene quand le nombre de orrup-tions dépasse k.1.3.7 Relation entre les diverses lasses d'algorithmes stabili-sants Phase de stabilisationProportionnelleaux fautes Phase de stabilisationquelonque# #Pannes a�etanttout le réseau �! Stabilisationproportionnelle � Auto-Stabilisation\ \Pannes a�etantau plus k proésseurs �! Stabilisationk-proportionnelle � k-StabilisationFig. 1.8 � Relation entre les di�érents onepts de stabilisationD'un point de vue purement formel, la stabilisation proportionnelle forme une sous-lasse de l'auto-stabilisation. En e�et, avant d'avoir un temps de stabilisation ourt, unalgorithme proportionnel satisfait aux propriétés de onvergene et de orretion. Il estdon auto-stabilisant. De la même manière, la stabilisation k-proportionnelle est unesous lasse de la k-stabilisation.Parallèlement à ela, l'auto-stabilisation peut être onsidérée omme un as parti-ulier de la k-stabilisation, as où le nombre de fautes toléré est aussi grand que lataille du réseau. De même, la stabilisation proportionnelle est un as partiulier de lastabilisation k-proportionnelle.Les liens entre les di�érentes lasses d'algorithmes stabilisants sont résumés �gure 1.8.1.3.8 Critères d'e�aitéLorsque plusieurs solutions à un même problème sont proposées, il est intéressantde pouvoir évaluer leurs performanes respetives. On peut ainsi déterminer elle qui àpriori serait la plus e�ae en as d'implantation. Di�érents ritères permettent ettemesure.1. Complexité en espae : au ours de l'exéution d'un algorithme, la majorité desproesseurs doivent stoker un ertain nombre d'informations. Pour ela, ils ont



1.3. TOLÉRANCE AUX DÉFAILLANCESS 29besoin de mémoire. Naturellement, plus un algorithme néessite de mémoire, plussa mise en ÷uvre sera oûteuse. La omplexité en espae est la taille des variables(mesurée en bits, en otets en ou nombre d'états) néessaires à haque proesseurpour assurer la bonne marhe de l'algorithme. Dans le as où tous les proesseursn'ont pas les mêmes besoins, on peut onsidérer deux di�érentes méthodes demesure.(a) Complexité au pire : on onsidère la taille de la mémoire utilisée par leproesseur le plus gourmand.(b) Complexité totale : on somme la taille des mémoires néessaires à haqueproesseur.2. Complexité en temps : les algorithmes auto-stabilisants, k-stabilisant, propor-tionnel et anti-orruption présentent tous une phase de stabilisation. Nous l'avonsdéjà préisé (paragraphe 3, page 23), auune garantie n'est donnée quant au fon-tionnement orret de l'algorithme durant ette phase. Aussi il est important dela réduire le plus possible. La omplexité en temps est une mesure évaluant lenombre d'étapes séparant le début d'une exéution de son retour à un fontionne-ment orret. Là enore, on distingue plusieurs types de omplexité :(a) Complexité au pire : ette mesure est la plus usitée. L'exéution d'unalgorithme stabilisant n'est généralement pas déterministe. Elle dépend dela rapidité des liens de ommuniation, mais également de l'état initial dusystème. La omplexité au pire est la mesure de la phase de stabilisation laplus longue, et ela en tenant ompte de toutes les exéutions possibles pourhaun des états initiaux.(b) Complexité en moyenne : ette mesure est peu utilisée ar, outre le faitqu'elle soit partiulièrement déliate à établir, les diverses dé�nitions qu'onen trouve à travers la littérature ne onordent pas toujours entres elles. Pourertains, elle est la moyenne des tailles de toutes les phases de stabilisation,en prenant en ompte tous les états initiaux et exéutions possibles. D'autrepondèrent le poids des exéutions en leur a�etant des probalités.L'importane de es ritères est néanmoins à relativiser. En e�et, ils sont à mettreen regard ave le jeu d'hypothèses néessaires au bon fontionnement de l'algorithmeévalué. Par exemple, si un algorithme autorise des proesseurs distants à ommuniquerdiretement entre eux, l'évaluation de sa omplexité en temps est biaisée ar en as d'im-plantation, ette ommuniation à distane se traduirait par un suroût généralementnon négligeable.
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Chapitre 2Modèle Le modèle. Tout est dans le modèle.�Yves Saint LaurentLe but de e hapitre est de formaliser tous les onepts introduits dans le hapitrepréédent. La modèlisation fournit un adre permettant de présenter des algorithmesrépartis et de démontrer leurs propriétés. Tout au long de ette thèse, nous utiliseronsprinipalement le modèle lassique que la littérature appelle �à état�. C'est un modèle àmémoire partagée utilisant des registres atomiques.Dans une première partie, nous rappelons quelques dé�nitions globales sur les grapheset autres objets lassiques utilisés en systèmes répartis. Puis nous dé�nissons de manièrepréise l'auto-stabilisation, la k-stabilisation, la stabilisation proportionnelle et la sta-bilisation anti-orruption. En�n, nous présentons les outils lassiquement utilisés pourprouver les propriétés des algorithmes répartis.2.1 Exéutions2.1.1 GrapheDans un système réel, les proesseurs ommuniquent entre eux grâe à des liens deommuniation. La topologie du réseau auquel ils appartiennent est modélisé par ungraphe.Dé�nition 2.1.1 : GrapheUn graphe est un ouple (S;A) ave S ensemble des n÷uds (aussi appelé sommets) dugraphe et A 2 S � S ensemble des liens entre les di�erents n÷uds.Quelques exemples de graphe ont déjà été présentés �gure 1.2, page 18. Un autreexemple est donné �gure 2.1.(a).Selon que le réseau est bidiretionnel ou non, on peut utiliser un graphe orienté ounon-orienté. De même, pour modéliser un réseau semi-uniforme, on peut onsidérer ungraphe ave raine :
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Fig. 2.1 � Outillage basique des graphes
Dé�nition 2.1.2 : Divers graphesUn graphe est orienté si les ouples omposant V sont ordonnés ((u;v) et (v;u) sontdeux liens distints). Dans e as, les liens entre les n÷uds sont appelés ars du graphe.Un graphe est non orienté si les ouples omposant V ne sont pas ordonnés ((u;v) =(v;u)). Dans e as, les liens sont appelés arètes.Un graphe enrainé (orienté ou non) est un triplet (S;V;R) ave S ensemble des n÷uds,V 2 S � S ensemble des liens reliant les di�érents n÷uds et R un n÷ud de S. R estappelé raine du graphe.Il existe un grand nombre d'autres graphes, par exemple des graphes ave poids oùà haque lien est assoié un réel positif, ou enore des graphes étiquetés. Par la suite etsauf mention ontraire, nous ne onsidèrerons que des graphes non orienté.Dans e qui suit, on onsidère un graphe G = (S;A) et deux de ses n÷uds u et v.Dé�nition 2.1.3 : Voisinageu est un voisin de v s'il existe un lien reliant u à v. Le voisinage de u (noté N (u)) estl'ensemble de tous les voisins de u : N (u) = fv : (u;v) 2 Ag.Toujours en prenant l'exemple du graphe G �gure 2.1.(a), le voisinage du n÷ud xest l'ensemble des points fv;y;wg.Dé�nition 2.1.4 : DegréLe degré d'un n÷ud est le nombre de ses voisins :Degre(u) = CardinalfV oisinage(u)gLe degré d'un graphe est le plus grand degré de ses n÷uds :Degre(G) = Maxu2SfDegre(u)gSur l'exemple �gure 2.1.(a), le degré du n÷ud x est 3 alors que le dégré du grapheest 4 (ar y a un degré de 4).



2.1. EXÉCUTIONS 33Dé�nition 2.1.5 : Chemin / onnexitéUn hemin entre u et v est une suite de n÷uds, haun voisin de son prédéesseur, allantde u à v.(u0;u1;:::;ui) est un hemin de u a v si u = u0, v = ui et 8j 2 [1::i℄, (uj�1;uj) 2 A.Un graphe est onnexe 1si deux n÷uds quelonques du graphe sont toujours reliés parun hemin.Deux exemples de hemins reliant v à w sont donnés �gure 2.1.().Dé�nition 2.1.6 : DistaneLa distane entre deux n÷uds u et v distints 2est le nombre d'éléments omposant leplus ourt hemin allant de u à v (en inluant u et en exluant v).Distane(u;v) =MinC2Chemin(u;v)fCardinalfCg � 1gDé�nition 2.1.7 : Dimension d'un grapheLe diamètre du graphe G est la plus grande distane séparant deux n÷uds de G.Diametre(G) = Maxfu;vg2S�SDistane(u;v)La profondeur du graphe enrainé G = (S;A;R) est la plus grande distane séparant unn÷ud de la raine R. Prof(G) =Maxu2SDistane(u;R)Toujours �gure 2.1.(a), la distane entre u et v est de 2 (le hemin (u;y;v) relie u àv et est de longueur 2). Le diamètre de G est de 3 (la distane entre v et w est de 3).2.1.2 Systèmes répartis dans le modèle à étatClassiquement, pour modéliser les exéutions des systèmes répartis, on utilise lanotion de système de transitions.Un système de transition est omposé de l'ensemble de toutes les on�gurations pos-sibles du système réparti, d'une relation de transition permettant de dé�nir l'évolutiondu système et d'un ensemble d'états pouvant servir d'états initiaux aux exéutions.Dé�nition 2.1.8 : Système de transitionsUn système de transition S est un triplet (C; �! ;I). C est un ensemble, �! est unerelation binaire (étiqueté) sur C, et I est un sous-ensemble de C.Un système de transition étiqueté S est un triplet (C; ��! ;I). C est un ensemble, ��!est une relation binaire étiqueté sur C, et I est un sous-ensemble de C.1. Formellement, ette dé�nition est elle de la onnexite par ar. Mais dans le as d'un graphe �ni,les notions de onnexité et onnexité par ar sont identiques.2. La distane d'un n÷ud à lui-même est zero.



34 CHAPITRE 2. MODÈLE
(b) Transitions (d) Deux exécutions

C

I

(a) Configurations C (c) Configurations
initiales IFig. 2.2 � Exemple de système de transitionDé�nition 2.1.9 : TransitionEtant donné un système de transition S, une transition (respetivement transition éti-queté) T est un ouple (C1;C2) 2 C�C appartenant à la relation de transition �! (resp.��!) . On note T = C1 �! C2 (resp . T = C1 ��! C2L'origine de la transition T est la on�guration C1. L'arrivée de T est la on�gurationC2. Origine(C1 �! C2) = C1Arrivee(C1 �! C2) = C2Dé�nition 2.1.10 : Con�guration terminaleSoit S un système de transition et C1 un élément de C. C1 est une on�guration terminalede C si auune transition n'a C1 pour origine :C1 terminale () �C2 tel que C1 �! C2Un exemple de système de transition est présenté �gure 2.2. Le système de transitionS est onstitué d'un ensemble de on�gurations C, de transitions et d'un ensemble deon�gurations initiales I.Dé�nition 2.1.11 : ExéutionUne exéution E du système de transition S est une suite maximale de transition E =(C0 �! C1;C1 �! C2;C2 �! C3;:::) tel que C0 soit dans l'ensemble des on�gurationsinitiales I. Par simpliité, les exéutions sont également notées E = (C0 �! C1 �!C2 �! C3:::) ou enore E = (C0;C1;C2;C3;:::). Une exéution peut être �nie ou in�nie.Une exéution partielle est un pré�xe non vide d'une exéution.Deux exéutions possibles du système de transition S sont représentées �gure 2.2.(d).La première est in�nie (deux transitions puis une boule) ; le seonde est �nie (troistransitions).



2.1. EXÉCUTIONS 35Algorithme répartiDans un système réparti, la plus petite unité de travail onsidéré est le proesseur.Informellement, un proesseur est une unité de alul disposant d'une mémoire etapable d'e�etuer un ertain nombre de tâhes. Dans tous les as, il peut e�etuer desopérations internes, omme lire le ontenu de ses variables ou évaluer des expressionsarithmétiques. Via le réseau, il peut également ommuniquer ave d'autres proesseurs.Formellement, un proesseur est modélisé par une mahine à état.Dé�nition 2.1.12Une mahine à états, ou automate, est un quadruplet (Z;E;T;I) où :1. Z est un ensemble d'états.2. E est un ensemble d'ations.3. T est une fontion qui à un ouple (état,ation) assoie un autre état :T : Z � E 7�! Z.4. I, sous ensemble de Z, est l'ensemble des états initiaux.Un proesseur exéutant un ode est alors modélisé par l'automate (ZP ;EP ;TP ;IP )suivant :1. ZP , ensemble des états de P , est l'ensemble de toutes les valeurs possibles desvariables de P . Par ommodité, nous onsidèrerons l'ensemble des variables de Pomme une seule entité que nous appellerons la variable de P .2. EP est l'ensemble de toutes les ations possibles de P . Cela inlut d'éventuellesations de leture des variables d'un autre proesseur. Dans e as, la mahine àétat prend en ompte tous les résultats possibles de la leture.3. Si e 2 EP est une ation et z 2 ZP un état, TP (z;e) est l'état que P atteint àpartir de l'état z par l'exéution de l'ation e.4. I est l'ensemble des états initiaux autorisé pour P .Trois ations jouent pour les proesseurs un r�le partiulier : l'ation vide (noté �),signi�e que l'automate ne fait rien. Si E est un ensemble d'ations, on note E� l'ensembleonstitué des ations de E union l'ation vide : E� = E [ f�g.L'ation d'ériture orrespond à une opération d'a�etation. Après l'ationEritureP (x),la valeur de la variable de P vaut x.L'ation de leture modélise la réeption d'un message. Plus préisement, l'ationLetureP (Q;x) simule la reeption du message �la valeur de la variable du proesseur Qest x�.Dé�nition 2.1.13Un algorithme distribué A pour un groupe de proesseurs fPig1�i�n est un ensembled'automates pour haun des Pi : A = fA1;A2;:::;AngLien entre �système de transition� et �algorithme distribué� Les exéutionsdes algorithmes distribués peuvent être modélisés grâe à un système de transition. Dans



36 CHAPITRE 2. MODÈLEle as partiulier d'un algorithme où il n'y aurait pas d'interation entre les divers pres-seurs, le système de transition est obtenu en faisant le produit artésien des automatesde tous les proesseurs :Dé�nition 2.1.14Le produit artésien d'un ensemble d'automate f(Zi;Ei;Ti;Ii)g1�i�n est un automate(Z;E;T;I) tel que :1. Z = Z1 � Z2 � :::� Zn2. E = E�1 � E�2 � :::� E�n3. Si z = (z1;:::;zn) 2 Z et e = (e1;:::;en) 2 E, T (z;e) est la on�guration z0 =(z01;:::z0n) ave pour tout i ompris entre 1 et n, z0i = Ti(zi;ei)4. I = I1 � I2 � :::� InA partir de là, on peut alors onstruire le système de transition étiqueté S = (C; �!;I) assoié à l'algorithme distribué A = fA1;A2;:::;Ang ontruisant le produit artésiendes automates (Z;E;T;I), puis en posant :1. C = Z2. C e�! C 0 est une transition étiquetée s'il existe e dans E�f�g tel que C 0 = T (C;e).3. I = INotation : C est l'ensemble des on�gurations du système. Etant donné une on�-guration C de C, on note ZC(P ) l'état de P dans la on�guration C.Dans le as plus général où les divers proesseurs peuvent interagir entre eux, lesexéutions des algorithmes distribués sont également modélisées par un système de tran-sitions. Il utilise toujours pour support le produit artésien des automates de tous lesproesseurs. Mais la relation de transition est restreinte à ertaines ations omposées.Dans le as du modèle à états, deux ontraintes sont à onsidérer.1. Si un proesseur Pi e�etue une opération de leture de variable du proesseur Pj,alors la valeur lue par Pi doit orrespondre à la valeur e�etive de la variable dePj.2. Une même variable ne peut pas faire l'objet simultanément d'une opération deleture et d'un opération d'ériture.On peut ensuite onstuire un système de transition assoié à un algorithme distribuéde la manière suivante :
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Variable(P )1 Variable(P )2< 0Variable(P )3Fig. 2.3 � Outillage basique des systèmes répartisValidation 2.1.15Soit A = fA1;A2;:::;Ang un algorithme distribué et (Z;E;T;I) le produit artésien desautomates de A. On onstruit le système de transition étiqueté S = (C; �! ;I) assoiéa A en posant :1. C = Z2. C �! C 0 est une transition s'il existe e dans E privé de l'ation nulle véri�ant :(a) C 0 = T (C;e).(b) Il n'existe pas j et j 0 tel que ej = LetureP (Q;x) et ej0 = EritureQ(y).() Si ej = LetureP (Q;x), alors x = ZC(Q).e est alors l'étiquette de �!.3. I = I2.1.3 Pratiquement...Le formaliste que nous venons de dérire nous donne un adre permettant de validerles propriétés d'un algorithme. Néanmoins, la donné d'un algorithme réparti sous formed'automate peut s'avérer lourde. Aussi utilise-t-on une ériture simpli�é basé sur lanotion de règle gardés.Dé�nition 2.1.16EtatL'état d'un proesseur P , noté Etat(P ) est l'ensemble des valeurs prise par les variablesdu proesseur.La on�guration d'un ensemble de proesseurs est l'ensemble des états de tous les pro-esseurs.



38 CHAPITRE 2. MODÈLEUne illustration est donnée �gure 2.3. L'état de P (�gure 2.3(b)) est le ontenu deses variables. Le graphe G �gure 2.3.(), est onsitué de 4 proesseurs P1, P2, P3 et P4.Sur notre exemple, haque proesseur dispose d'une variable. Une on�guration de Gest l'ensemble des valeurs de tous les proesseurs de G (�gure 2.3.(d)).Notation : étant donné une on�guration C, l'état de P dans la on�gurationDé�nition 2.1.17 : Règle gardéeSoit P un proesseur. Une règle gardée pour P est un ouple (C;T ) où C est une onditionet T une ation d'ation.Pour un proesseur donné, un ensemble de règles gardées est disjoint si deux onditionsne peuvent être simultanément satisfaites.Dans le modèle à état, la ondition (également appelée garde) est une expressionbooléenne portant sur l'état de P et de ses voisins. L'ation de P est une ation d'érituredans une ou plusieurs variables de P .Pour évaluer la ondition d'une règle gardée, un proesseur doit lire le ontenu detoutes les variables apparaissant dans la ondition. On dit qu'il évalue sa garde. Dansle modèle à état, on onsidére qu'une ation de leture de P lui permet de prendreonnaissane des états de tous ses voisins.Un algorithme distribué pour un ensemble de proesseurs fPig est alors la donnéed'un ensemble de régles gardées pour haun des Pi.Dé�nition 2.1.18 : Algorithme répartiSoit P un ensemble de proesseurs. Un algorithme réparti A pour l'ensemble de pro-esseurs P est une fontion assoiant à haque proesseur de P un ensemble de règlesgardées.2.1.4 Pseudo-odeDans les hapitres suivants, nous allons présenter un ertain nombre d'algorithmesrépartis. Nous venons de le voir, un algorithme réparti est une olletion de règles gardéesassoiées à haun des proesseurs. Une règle gardée est un ouple (ondition;ation).Nous présentons les algorithmes de ette thèse en donnant la liste des prédiats utiliséspar les proesseurs, puis les ations qu'ils peuvent aomplir et en�n les règles gardées.Prédiats : un prédiat est une ondition booléenne. Si Cond(P;N (P )) est uneondition booléenne portant sur les variables de P et elle de ses voisins, on notePrediat(P ), Cond(P;N (P )).Ation : dans le modèle à états, les seules ations autorisées sont des opérationsd'ériture, 'est à dire d'a�etation d'une valeur à une variable. Si P a�ete x à lavariable V al(P ), on note V al(P )  � x. Si ette ation d'a�etation porte le nom deAffeteV al(P ), on note AffeteV al(P ), V al(P ) � x.



2.1. EXÉCUTIONS 39Règles gardées : les règles gardées sont une ombinaison des di�érentes onditions etations préédemment dé�nies. Toujours sur le même exemple, si (Cond(P;NP );V al(P ) �x) est une règle gardée, elle est notée Prediat(P ) =) AffeteV al(P ).Un exemple d'algorithme illustrant es notations est présenté �gure 2.4Dé�nition des prédiatsPred1(P ) , V ariable(P ) = 0Pred2(P ) , V ariable(P ) 6= 0Dé�nition des ationsAtion1(P ) , V ariable(P ) � 0Ation2(P ) , V ariable(P ) � 1Règles gardéesR1 Pred1(P ) =) Ation1(P )R2 Pred2(P ) =) Ation2(P )Fig. 2.4 � Pseudo ode pour les algorithmesConvention sur la présentation des algorithmes : dans ertain as, il peut êtrelourd de noter exatement l'ensemble des onditions devant être vraies pour qu'une règlesoit exéutée. Par exemple, si les deux onditions Cond1 et Cond2 peuvent être satifaitessimultanément, un algorithme orretement érit doit onsidérer tous les as possibles :si Cond1 et Cond2 sont vrais, si seulement Cond1 est vrai, si seulement Cond2 est vraiet si Cond1 et Cond2 sont faux tous les deux.En pratique, nous simpli�erons ette ériture (lorsque 'est possible) en présentantles règles gardées sous forme non disjointes ave pour onvention qu'un proesseur ativépar le démon doit exéuter simultanémant toutes ses règles ativables (il doit lire toutesses variables et elles de ses voisins, puis exéuter toutes les ations possibles). Si unproesseur P dispose de trois variables V1, V2 et V3, l'exemple donné �gure 2.5.(b) estune simpli�ation de l'algorithme érit formellement �gure 2.5.(a).2.1.5 DémonDans la setion 2.1.2, nous avons dé�nit l'ensemble des exéutions possibles d'unalgorithme. Dans la pratique, et ensemble est généralement trop vaste pour permettrede prouver les propriétés que l'on herhe à établir. D'où l'introdution d'une hypothèsesimpli�atrie appelée le démon.Du point de vue théorique, le démon est une restrition de l'ensemble des exéutionspossibles d'un système de transition.Dé�nition 2.1.19 : DémonUn démon est un prédiat portant les exéutions des systèmes de transition.Le démon sert à restreindre l'emsemble de toutes les exéutions possibles. Lorsquel'on onsidère un système de transitions, les exéutions ne véri�ant pas le prédiat du



40 CHAPITRE 2. MODÈLERègles gardéesR1 V1(P ) = 0, V2(P ) = 0 et V3(P ) = 0 =) Ation1(P ), Ation2(P ) et Ation3(P )R2 V1(P ) = 0, V2(P ) = 0 et V3(P ) 6= 0 =) Ation1(P ) et Ation2(P )R3 V1(P ) = 0, V2(P ) 6= 0 et V3(P ) = 0 =) Ation1(P ) et Ation3(P )R4 V1(P ) = 0, V2(P ) 6= 0 et V3(P ) 6= 0 =) Ation1(P )R5 V1(P ) 6= 0, V2(P ) = 0 et V3(P ) = 0 =) Ation2(P ) et Ation3(P )R6 V1(P ) 6= 0, V2(P ) = 0 et V3(P ) 6= 0 =) Ation2(P )R7 V1(P ) 6= 0, V2(P ) 6= 0 et V3(P ) = 0 =) Ation3(P )(a) LourdRègles gardéesR1 V1(P ) = 0 =) Ation1(P )R2 V2(P ) = 0 =) Ation2(P )R2 V3(P ) = 0 =) Ation3(P )(b) LightFig. 2.5 � Simpli�ation du seudo odedémon ne sont plus à prendre en ompte.Dé�nition 2.1.20Soit S un système de transition et D un démon. L'ensemble des exéutions de S selonle démon D est l'ensemble des exéutions de S pour lesquelles D est vrai :Exéution de S selon D = fE : D(E) soit vrai.gDans la pratique, les démons sont souvent présentés omme un ensemble de ondi-tion que les exéutions doivent respeter pour être valides. En partiulier, ils imposentgénéralement des onditions sur l'enhaînement des transitions. Par exemple, si P1 etP2 sont des proesseurs (potentiellement onfondus) et que A1 et A2 sont des ations,un démon peut imposer qu'une transition du type C1 P1;A1�! C2 soit toujours suivie d'unetransition C2 P2;A2�! C3. Dans e as, les transitions qui doivent néessairement se suivresont regroupées sous une seule. Dans notre exemple, C1 P1;A1�! C2 P2;A2�! C3 serait notéeC1 (P1;A1)(P2;A2)�! C3 (ou C1 (P1;P2)�! C3, ou enore C1 �! C3 s'il n'y a pas d'ambiguité).Formellement, la onaténation de plusieurs transitions indissoiables est appelée méta-transition.Dé�nition 2.1.21Une méta-transition dé�nie selon un démon D est une suite de transitions (C0 �!C1 �! C2 ::: Ci�1 �! Ci) tel que dans toute exéution validé par le démon, latransition C0 �! C1 est toujours suivie par les i�1 transitions (C1 �! C2 ::: Ci�1 �!Ci).Vu sous et angle, un démon peut alors être onsidéré omme un prédiat �xantl'atomiité des ations du système et éventuellement leur ordre, dé�nissant ainsi larelation de méta-transition �!. A travers la littérature, 'est prinipalement sous etteforme que les démons sont renontrés. Leur dé�nition fait état de la séquene d'ationsélémentaires devant être ontenues dans une méta-transition.



2.2. ALGORITHMES STABILISANTS 41Certains démons devenus lassiques portent des noms. Dans ette thèse, nous utili-sons le démon entralisé et le démon synhrone.Un démon entralisé fait agir les proesseurs un par un et onsidère l'ensemble �le-ture / ériture� omme atomique.Dé�nition 2.1.22 : Démon entraliséSoit S un système de transition. Une méta-transition sous un démon entralisé est unesuite de deux transitions, la première étant une opération de leture d'un proesseur P ,la seonde une opération d'ériture du même proesseur P , les deux opérations faisantpartie de la même règle gardée.Un démon synhrone fait agir tous les proesseurs simultanément. Plus préisément,tous les proesseurs ayant des règles ativables doivent e�euer simultanément leursopérations de leture, puis leurs opérations d'éritures.Dé�nition 2.1.23 : Démon synhroneSoit S un système de transition et E une exéution de S. Une méta-transition T =C1 �! C2 sous un démon synhrone est une suite de transitions véri�ant :1. T ontient une opération de leture de tous les proesseurs ativables dans C1.2. T ontient une opération d'ériture de tous les proesseurs ativables dans C1.3. Toutes les opérations d'ériture de T ont lieu après les opérations de leture.4. Les opérations de leture et d'ériture d'un proesseur appartiennent à la mêmerègle gardée.A travers la littérature, les méta-transitions portent des noms di�érents selon ledémon qui les dé�nis : dans le as d'un démon synhrone, les méta-transitions sontgénéralement appelées rounds. Dans le as d'un démon entralisé, elles sont par abus delangage appelées transitions.2.2 Algorithmes stabilisantsDans les systèmes répartis lassiques, l'ensemble des exéutions est dans une largemesure restreint par les fortes ontraintes imposées aux on�gurations initiales. En e�et,I peut ne ontenir que des on�gurations à partir desquelles les exéutions véri�ent lesspéi�ations du problème. Les algorithmes stabilisants sont moins restritifs et auto-risent des ensembles de on�gurations initiales plus vastes.Plus préisément, étant donné un système de transitions, tous les algorithmes sta-bilisants satisfont une même propriété : il existe un ensemble de on�gurations diteslégitimes véri�ant la onvergene et la orretion. La onvergene est l'assurane quetoute exéution atteindra une on�guration légitime. La orretion est la garantie quetoute exeution ayant une on�guration initiale légitime satisfait la spéi�ation duproblème.Avoir les deux propriétés ensemble assure que toutes les exéutions vont atteindreune on�guration légitime à partir de laquelle la spéi�ation du problème sera véri�é.



42 CHAPITRE 2. MODÈLELes di�érents ra�nements de la stabilisation présentés i-dessous portent sur l'en-semble des on�gurations initiales et sur le temps de stabilisation.
2.2.1 Con�gurations initialesLes algorithmes auto-stabilisants ou proportionnels aeptent des on�gurations ini-tiales quelonques. Par ontre, les algorithmes k-stabilisants et k-proportionnels exigentdes on�gurations initiales faiblements orrompues.Informellement, on dé�nit les on�gurations �partiellement orrompues� relativementà des on�gurations non orrompues, appelées on�gurations orretes :Dé�nition 2.2.1 : Con�guration orreteSoit S un système et SP la spéi�ation d'un problème. Une on�guration L est orretesi toute exéution du système ayant L pour on�guration initiale véri�e SP. L'ensemblede toutes les on�gurations orretes est noté CC.Une on�guation partiellement orrompue est alors une on�guration �presque� or-rete. Formaliser le �presque� nééssite l'introdution de la distane de Hamming entreon�gurations et entre ensembles de on�gurations :Dé�nition 2.2.2 : Distane de Hamming (entre on�gurations)Etant donné un graphe G = (S;V ), la distane entre deux on�gurations L1 et L2 est lenombre de proesseurs n'ayant pas les mêmes valeurs dans L1 et L2.Dist(L1;L2) = CardinalfP 2 S : EtatL1(P ) 6= EtatL2(P )gLa distane entre L1 et un ensemble de on�gurations L2 est alors la plus petite distaneentre L1 et une des on�gurations de L2. Dist(L1;L2) =MinL22L2fDist(L1;L2)gA partir de là, la notion de orruption partielle est formalisable : une on�gurationest k-orrompue si sa distane à l'ensemble des on�gurations orretes CC est inférieurou égale à k. On dit alors qu'elle est dans la boule de rayon k et de entre CC.Dé�nition 2.2.3 : BouleLa boule de entre CC et de rayon k est l'ensemble des on�gurations dont la distane àCC est inférieure ou égale à k. Bk(CC) = fL : Dist(L;CC) � kgTous les algorithmes stabilisants véri�ent la propriété de onvergene. Certains lavéri�ent à partir d'un ensemble de on�gurations initiales quelonques, d'autres unique-ment à partir d'un ensemble de on�gurations restreint à la boule de rayon k ayant pourentre les on�gurations orretes. Dans e seond as, la propriété de onvergene seraappelée la k-onvergene.



2.2. ALGORITHMES STABILISANTS 432.2.2 Temps de onvergeneL'autre di�érene majeure entre les diverses formes d'algorithmes stabilisants portesur le temps de onvergene. Informellement, le temps de onvergene (ou omplexitéen temps) est le nombre de transitions néessaires au système avant qu'il atteigne uneon�guration orrete.Dé�nition 2.2.4 : Temps de onvergeneSoit S = fC; �! ;Ig un système de transition et E une exéution de S. Soit CCl'ensemble des on�gurations orretes et E une exéution du système ontenant aumoins une on�guration de CC.On appelle temps de onvergene de E le nombre de on�gurations omprises entre laon�guration initiale de E et la première on�guration appartenant à CC. On le note :TempsConv(E))Le temps de onvergene (au pire) du système S vers L est le plus grand temps deonvergene de toutes les exéutions possibles.TempsConv(S) =MaxEfTempsConv(E)gEn général, la ompléxité est fontion d'un ertain nombre de paramètres omme lataille du graphe ou le nombre initial de fautes.2.2.3 Dé�nitionA) Auto-stabilisation[Del95℄ réapitule et ompare les di�érentes dé�nitions de l'auto-stabilisation que l'onpeut trouver à travers la littérature. Nous adopterons pour notre part elle de Tell [Tel94℄Comme nous l'avons déjà vue au hapitre 1, un système auto-stabilisant n'impose auuneontrainte sur le temps de onvergene de l'algorithme, pas plus que sur l'ensemble deson�gurations initiales. Toutes les on�gurations peuvent être le départ d'une exéution.Dé�nition 2.2.5 : Auto-stabilisationUn système de transition S est auto-stabilisant pour la spéi�ation SP si les on�-gurations initiales sont quelonques (I = C) et s'il existe L, un sous-ensemble de Cvéri�ant :1. Corretion : toute exéution dont la on�guration initiale est dans L véri�e laspéi�ation SP (ou enore : L est un sous-ensemble de l'ensemble des on�gura-tions orretes).2. Convergene : toute exéution ontient une on�guration de L.L est appelé ensemble des on�gurations légitimes.B) K-stabilisationLes systèmes k-stabilisants ont un temps de onvergene quelonque mais imposentertaines restritions sur leur ensemble de on�gurations initiales.



44 CHAPITRE 2. MODÈLEDé�nition 2.2.6 : K-stabilisationSoit k en entier. Un système de transition S est k-stabilisant pour la spéi�ation SP s'ilexiste L (appelé ensemble des on�gurations légitimes), un sous-ensemble de C, véri�ant :1. Corretion : toute exéution dont la on�guration initiale est dans L véri�e laspéi�ation SP.2. K-onvergene : toute exéution ayant une on�guration initiale dans Bk(CC)ontient une on�guration de L.C) Stabilisation proportionnelleLes algorithmes proportionnel sont des algorithmes auto-stabilisants ayant un tempsde stabilisation proportionnel au nombre e�etif de fautes frappant le réseau.Dé�nition 2.2.7 : Stabilisation proportionnelleUn système de transition S est proportionnel pour la spéi�ation SP s'il existe unpolynome P de N dans R et L (appelé ensemble des on�gurations légitimes), un sous-ensemble de C, véri�ant :1. Corretion : toute exéution dont la on�guration initiale est dans L véri�e laspéi�ation SP.2. Convergene : toute exéution ontient une on�guration de L.3. Complexité en temps proportionnelle : pour toute exéution E , si f est la dis-tane entre la on�guration initiale de E et l'ensemble des on�gurations orrete,E a un temps de onvergene de P (f).D) Stabilisation K-proportionnelleDe la même manière, les algorithmes k-proportionnels sont des algorithmes k-stabilisantsayant un temps de stabilisation proportionnel au nombre e�etif de fautes frappant leréseau.Dé�nition 2.2.8 : K-proportionnelleUn système de transition S est k-proportionnel pour la spéi�ation SP s'il existe unpolynome P de N dans R et L (appelé ensemble des on�gurations légitimes), un sous-ensemble de C, véri�ant :1. Corretion : toute exéution dont la on�guration initiale est dans L véri�e laspéi�ation SP.2. K-onvergene : toute exéution ayant une on�guration initiale dans Bk(CC)ontient une on�guration de L.3. Complexité en temps proportionnelle : pour toute exéution E , si f est la dis-tane entre la on�guration initiale de E et l'ensemble des on�gurations orretes,E a un temps de onvergene de P (f).



2.3. OUTILS DE DÉMONSTRATION 45E) Stabilisation anti-orruptionDans la majorité des algorithmes, on distingue deux types de variables : les variablesde sorties sont elles qui sont lues pour déterminer si l'algorithme répond à sa spéi-�ation. Ce sont elles qui donnent ou non les résultats esomptés. Généralement, ellesne sont pas les seules variables mises en jeu au ours d'une exéution. Les ontr�lesou éhanges d'information e�etués par les proesseurs pour parvenir à résoudre le pro-blème néessitent bien souvent l'utilisation de variables auxiliaires. Ces variables ont uneimportane moindre dans la mesure où si elles sont orrompues sans que leurs faussesvaleurs modi�ent les variables de sorties, l'algorithme ontinue à avoir un omportementvéri�ant la spéi�ation du problème. Aussi la propriété anti-orruption ne porte quesur les variables de sortie.Dé�nition 2.2.9 : Transition orrompant 3un proesseurSoit S un système de transition, SP la spéi�ation d'un problème et CC l'ensemble deson�gurations orretes. Soit T = C1 fPig�! C2 une transition et P un des fPig. Soit C 01 laon�guration obtenue à partir de C1 en donnant aux variables de sortie de P les valeursqu'elles ont dans C2. T est une transition orrompant P si la distane entre C1 et CCest plus petite que la distane entre C 01 et CC.T orromp P () Dist(C1;CC) < Dist(C 01;CC)Dé�nition 2.2.10 : Anti-orruptionUn système de transition S est anti-orruption pour la spéi�ation SP s'il existe L(appelé ensemble des on�gurations légitimes), un sous-ensemble de C, véri�ant :1. Convergene : toute exéution ontient une on�guration de L.2. Corretion : toute exéution dont la on�guration initiale est dans L véri�e laspéi�ation SP.3. Anti-orruption : il n'existe pas de transition orrompant un proesseur.
2.3 Outils de démonstrationDémontrer qu'un algorithme est stabilisant se fait en plusieurs étapes. Tout d'abord,il onvient de déterminer l'ensemble des on�gurations qui seront onsidérées ommelégitimes. On montre ensuite les propriétés de orretion puis de onvergene. L'étude dela omplexité (optionnelle pour la k-stabilisation et l'auto-stabilisation, mais néanmoinstoujours faite) permet d'établir le aratère proportionnel d'un algorithme. En�n, le aséhéant, l'anti-orruption onlut la preuve.3. Dans [℄[A véri�er℄ dé�nissent les transitions orruptries omme étant des transitions orrompanttout le système. Nous présentons ii une version �faible� de la transition orruptrie puisqu'elle neonerne qu'un seul proesseur. Néanmoins, 'est bien du même onept qu'il s'agit.



46 CHAPITRE 2. MODÈLE2.3.1 Con�gurations légitimesTout d'abord, on doit dé�nir un ensemble de on�gurations légitimes. Pour ertainsproblèmes, notamment pour les problèmes statiques, un ensemble de on�gurations lé-gitimes peut anoniquemment s'imposer : 'est l'ensemble des on�gurations orretes.Mais dans ertain as, il peut être intéressant (notamment pour simpli�er des preuves)de restreindre l'ensemble des on�gurations légitimes à des on�gurations orretes ayantdes propriétés spéi�ques.2.3.2 CorretionLa orretion est la propriété du système assurant qu'il répond bien à la spéi�ationdu problème.Pour les problèmes dynamiques, la preuve de la orretion est grandement similaireaux preuves lassiques d'algorithmiques réparties : on suppose qu'une exéution a uneon�guration initiale légitime L. Puis on montre que toutes les exéutions partant deL véri�ent les spéi�ations du problème. Montrer ela pour L quelonque prouve laorretion.On peut aussi montrer que l'ensemble des on�gurations légitimes est un sous-ensemble des on�gurations orretes. De par leur dé�nition, les exéutions ayant deson�gurations orretes pour on�guration initiale véri�ent la orretion. Il faut dond'abord prouver qu'un ensemble est l'ensemble des on�gurations orretes, puis montrerque les on�gurations légitimes y sont inlues.Notation Par simpliité, les exéutions dont la on�guration initiale est légitime sontappelées exéutions légitimes.Dé�nition 2.3.1Soit S un système de transition et L un ensemble de on�guration légitime. Une exéu-tion légitime est une exéution du système dont la on�guration initiale est dans L.2.3.3 ConvergeneLa preuve de la onvergene est souvent la partie la plus déliate de la démonstration.On utilise généralement trois types de tehniques :A) Fontion déroissanteUne manière de prouver la onvergene onsiste à montrer qu'il n'existe pas deon�guration illégitime terminale (on�guration à partir de laquelle auune transitionn'est possible, dé�nition 2.1.10, page 34) et à exhiber une fontion F ayant la propriétéde déroître sur l'ensemble des on�gurations illégitimes.Ce genre de fontion est appelée fontion de onvergene.Convention : selon les auteurs, le terme inférieur désigne la notion d'inférieur stri-tement ou elle d'inférieur ou égale. Dans tout e qui suit, nous onsidérerons la première



2.3. OUTILS DE DÉMONSTRATION 47dé�nition. De même, les termes supérieur, roissane et déroissane feront toujours ré-férene à des inégalités strites.Dé�nition 2.3.2 : Fontion déroissanteSoit S un système réparti, C l'ensemble de toutes les on�gurations et C 0 un sous-ensemble de C.Soit F une fontion de C dans un ensemble N . F est déroissante sur une transitionC1 �! C2 si la valeur de F est plus petite sur C2 que sur C1.C1 �! C2 =) F (C1) > F (C2)F : C 0 �! N est déroissante sur C 0 si F est déroissante sur toute transition impliquantdeux on�gurations de C 0 8(C1 �! C2) 2 C 0 � C 0;F (C1) > F (C2).Dé�nition 2.3.3 : Fontion de onvergeneSoit S un système, C l'ensemble de toutes les on�gurations possibles et L un sousensemble de C. Une fontion F de C dans N est une fontion de onvergene vers L sielle est déroissante sur toute transition ne ontenant pas de on�gurations de L.Lemme 2.3.4[Tel94℄Soit S un système réparti et SP une spéi�ation. Soit L un ensemble de on�gurationslégitimes. La onvergene de S est assurée si :1. il existe une fontion de onvergene vers L.2. il n'existe pas de on�guration terminale non légitime.La preuve de e lemme peut également être trouvée dans [Tel94℄.Preuve : Soit E est une exéution du système et soit E 0 = (C0;C1;C2;:::) l'exéu-tion partielle de E ne omportant que des on�gurations non légitimes (éventuel-lement, E 0 = E). Considérons la suite (F (C0);F (C1);F (C2);:::). Elle est néessaire-ment stritement déroissante et positive, ar F est une fontion de onvergene.Elle est don �nie. D'ou E 0 est aussi �ni.Soit Cj la dernière on�guration de E 0. Dans E , Cj n'est pas terminale ar uneon�guration terminale non légitime n'existe pas. D'où E ontient une transitionCj �! Cj+1. Or, Cj+1 est légitime (sinon, elle serait dans E 0) et E onverge.B) AttrateurUne fontion déroissante est parfois di�ile à exhiber. Une variante onsiste à dé�nirdes attrateurs d'exéution.Dé�nition 2.3.5 : AttrateurSoit S un système réparti et C un ensemble de on�gurations. Soit C1 et C2 deux sous-ensembles de C. C2 est un attrateur pour C1 si toute exéution du système ontenantune on�guration de C1 ontient aussi une on�guration de C2.Intuitivement, dé�nir une suite de j attrateurs fAig ave (1 � i � j) permet de



48 CHAPITRE 2. MODÈLEE : C0 C1 C2 C3 C4 C5E 0 : C 00 C 01 C 02 L6E 00 : C 002 C 003 C 004 C 05Fig. 2.6 � Exemple d'exéutions C-équivalenemoreler la preuve de la onvergene : si C0 est une on�guration initiale, il peut êtredi�ile de montrer qu'une exéution partant de C0 ontient toujours une on�gurationlégitime. Il peut être plus aisé de prouver qu'elle ontient une on�guration appartenant àl'attrateur A1, puis qu'une exéution dont la on�guration initiale est dans A1 ontientune on�guration dans l'attrateur A2 et ainsi de suite. Au �nal, si Aj est l'ensemble deson�gurations légitimes, on aura montré que toute exéution ontient une on�gurationde A1, don une on�guration de A2, don une on�guration de A3 et ainsi de suitejusqu'à Aj, l'ensemble des on�gurations légitimes.Théorème 2.3.6Soit S un système réparti et SP une spéi�ation. Soit L un ensemble de on�gurationslégitimes. La onvergene de S est assurée s'il existe une suite fAig ave (0 � i � j) desous-ensembles de C véri�ant :1. AO = I, l'ensemble des on�gurations initiales.2. Aj = L, l'ensemble des on�gurations légitimes.3. Pour tout i dans [1::j℄, une exéution E dont la on�guration initiale est dans Ai�1ontient une on�guration de Ai.Preuve : Soit E une exéution. Par dé�nition, sa on�guration initiale C0 estdans I, 'est à dire dans A0. A1 étant un attrateur pour A0, E ontient uneon�guration C1 de A1.De même, A2 étant un attrateur pour A1, E ontient une on�guration C2de A2. De prohe en prohe, on montre que E est néessairement de la forme(C0;:::;C1;:::;C2;:::;:::;Cj) ave Ci 2 Ai.Cj appartenant a Aj, 'est don une on�guration légitime.C) Exéutions équivalentesLa preuve de la onvergene tout omme l'évaluation de la omplexité en temps sefait en onsidérant l'ensemble des exéutions possibles. La tâhe est souvent vaste. Aussila limite-t-on en restreignant le nombre des exéutions à onsidérer.



2.3. OUTILS DE DÉMONSTRATION 49Dé�nition 2.3.7 : Exéutions équivalentesSoit S un système réparti, E et E 0 deux exéutions du système. E et E 0 sont C-équivalentes(ou enore Equivalente en Convergene) si la longueur de leur phase de stabilisation estidentique. Par onvention, deux exéutions ne onvergeant pas ('est à dire ayant desphases de stabilisation in�nie) sont C-équivalentes. On note E C� E 0.E est C-equivalente à E 0 + x si la phase de stabilisation de E 0 omporte x transitions deplus que elle de E . On note E C� E 0 + xUn exemple d'exéutions C-équivalentes est donné �gure 2.6. Les trois exéutionsont L6 pour première on�guration légitime. E et E 0 ont un temps de stabilisation de 6.On a don E C� E 0. L'exéution E 00 ayant un temps de onvergene de 4, on a E C� E 00+2.Supposons qu'il existe un ensemble d'exéutions X dont la onvergene est faile àprouver. Alors si on montre que toute exéution est équivalente à une exéution de X ,la onvergene du système est assurée.Lemme 2.3.8La relation C-équivalente est une relation d'équivalene.Preuve : Une relation d'équivalene doit être ré�exive, symétrique et transitive.1. Ré�exive : E C� E ar E a la même phase de stabilisation que E (!).2. Symétrique : si E C� E 0, les deux exéutions ont des phases de stabilisationde même longueur. On a don aussi E 0 C� E .3. Transitive : si E C� E 0 et E 0 C� E 00, les trois exéutions ont des phases destabilisation de même longueur. On a don aussi E C� E 00.De la même manière, on a E C� E 0 + x () E 0 + x C� E et E C� E 0 + x ^ E 0 C�E 00 + y =) E C� E 00 + x + yThéorème 2.3.9Soit S un système. Si pour toute exéution de S, il existe une exéution C-équivalenteayant un temps de onvergene �ni, alors le système onverge.Preuve : La onvergene est assurée si toute exéution ontient une on�gurationlégitime. Or, une exéution quelonque est C-équivalente à une exéution ayant unephase de stabilisation �nie. Elle a don elle même une phase de stabilisation �nieet ontient don une on�guration légitime.La notion de C-équivalene est également grandement utilisé pour aluler la om-plexité en temps d'un algorithme.



50 CHAPITRE 2. MODÈLEThéorème 2.3.10Soit S un système. Si pour toute exéution de S, il existe une exéution C-équivalenteayant un temps de onvergene en O(M), alors le système se stabilise en O(M).Preuve : La phase de stabilisation est la pire des phases de stabilisation detoutes les exéutions possibles. Or, une exéution quelonque est C-équivalente àune exéution ayant une phase de stabilisation en O(M). Elle a don elle mêmeune phase de stabilisation en O(M).2.3.4 ComplexitéL'étude de la omplexité se divise en deux parties : la omplexité en espae et laomplexité en temps.La omplexité en espae est la taille des mémoires néessaires à l'implémentationde l'algorithme. Pour l'évaluer, il su�t en général d'additionner la taille de toutes lesvariables utilisées par un proesseur, puis de prendre le logarithme en base 2 du résultatobtenu (ar un nombre de taille n se ode en utilisant Log2(n) bits). Le résultat �nalest la omplexité en taille de l'algorithme.Etablir la omplexité en temps est souvent plus déliat. Il s'agit en e�et de de-terminer le temps mis par la pire des exéutions pour onverger 4. En général, on trouveune majoration du pire temps de onvergene, puis on exhibe une exéution du systèmeayant un temps de onvergene prohe de la borne préédemment établie.Paramètres : la omplexité d'un algorithme est généralement paramétré en fontionde la taille n du réseau onsidéré. Dans le as d'algorithmes k-stabilisants, proportionnelset k-proportionnels rentrent également en ligne de ompte le nombre de fautes toléréespar l'algorithme ainsi que le nombre e�etif de fautes présentes dans la on�gurationinitiale.Classiquement, la lettre k est utilisée pour noter le nombre maximum de fautes to-lérées par un algorithme (généralement, k est �xé à l'implémentation de l'algorithme)alors que f dénote le nombre e�etif de fautes frappant le réseau. En partiulier, un algo-rithme k-proportionnel tolère jusqu'à k fautes, mais assure une onvergene polynomialeen f , le nombre de fautes frappant e�etivement le réseau.Ordre de grandeur : dans le adre de l'auto-stabilisation, déterminer la omplexitéexate d'un algorithme est une tâhe à la foi déliate et ne présentant qu'un interêtmoyen. Par exemple, si un algorithme a un temps de onvergene de 2n transitions,un algorithme ayant un temps de onvergene de n transitions ne présente que peutd'interet puisque dans les deux as, le temps de onvergene reste proportionnel à lataille du réseau. Cela signi�e que sur un réseau de taille giganstesque, auun des deuxalgorithmes n'est implantable alors qu'ils le sont tous les deux sur des réseaux de petite4. Dans ette thèse, nous ne onsidérons que la omplexité au pire.
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P5Fig. 2.7 � Un anneau orientétaille. Aussi, dans les études de omplexité, il est fait abstration des détails pour nese onentrer que sur les ordres de grandeur. Par exemple, les deux algorithmes dontnous venons de parler ont des omplexités en espae de l'ordre de n transitions. Leséventuelles onstantes mutipliatives ne sont pas prises en ompte. Dans le adre dela ompléxité en espae, ela signi�e entre autre hose que l'on onfond le logarithmenépérien et logarithme en base 2, les deux fontions étant égales au fateur 1Log(2) prêt.Formellement, trois notations permettent d'exprimer les ordres de grandeurs : Odesigne un majorant, 
 est un minorant alors que � est une approximation :Dé�nition 2.3.11On dit d'un fontion f qu'elle est d'un ordre de grandeur inferieur à g (et on notef = O(g)) s'il existe une onstante C telle que f(n) soit plus petit que C:g(n)f(n) = O(g(n))() 9C telle que f(n) � C:g(n)De même, f est d'un ordre de grandeur supérieur à g (on note f = 
(g)) s'il existe uneonstante  telle que f(n) soit plus grand que :g(n)f(n) = 
(g(n))() 9 telle que f(n) � :g(n)En�n, f est d'un ordre de grandeur omparable à g (on note f = �(g)) s'il existe deuxonstantes  et C telles que f(n) soit plus petit que C:g(n) et plus grand que :g(n).f(n) = �(g(n))() f(n) = O(g(n)) et f(n) = 
(g(n))2.4 Exlusion mutuelle sur un anneauTout au long de notre étude, nous allons présenter divers algorithmes d'exlusionmutuelle. Pour manipuler es objets ont été développés un langage partiulier et desdé�nitions spéi�ques, dé�nitions que nous allons présenter ii.2.4.1 Orientation d'un anneauDans un anneau, haque proesseur a deux voisins. Graphiquement, il est aisé dedé�nir un sens de parours de l'anneau, par exemple elui des aiguilles d'une montre(�gure 2.7). Mais si l'anneau est anonyme, rien ne permet à un proesseur de faire ladi�érene entre ses deux voisins. Aussi fait-on généralement l'hypothèse que l'anneau



52 CHAPITRE 2. MODÈLEest orienté, 'est à dire que haque proesseur a un prédéesseur dont il est le suesseur,et un suesseur dont il est le prédéesseur.Dé�nition 2.4.1 : Orientation d'un anneauSoit G un graphe de taille n ayant une struture d'anneau et dont tous les proesseurssont numérotés de P0 à Pn�1. Le graphe est dit orienté si haque proesseur Pi reonnaitPi�1 pour prédéesseur et Pi+1 pour suesseur (ave i 2 [0::n℄ et P0 = Pn).Pred(Pi) = Pi�1Su(Pi) = Pi+1Un exemple d'anneau orienté dans le sens indiret est donné �gure 2.7. P1 est lesuesseur de P0 et le prédéesseur de P2.Notation : par ommodité, lorsque les proesseurs ne sont pas numérotés, le prédé-esseur de P est également noté P� alors que son suesseur est noté P+. Cette notationse généralise à un groupe de plusieurs proesseurs. Par exemple, (((P+)+)+)+ est notéP 4+.2.4.2 Exlusion mutuelleLe problème de l'exlusion mutuelle se pose quand plusieurs utilisateurs veulentutiliser simultanément une même ressoure ne pouvant répondre qu'à une seule demande.On a alors besoin de disposer d'un protoole leur interdisant d'aéder en même tempsà l'unique ressoure tout en leur garantissant tout de même un aès éventuellementdi�éré.Formellement, le problème de l'exlusion mutuelle est dé�ni de la manière suivante :Dé�nition 2.4.2 : Exlusion mutuelleUn système réparti véri�e la spéi�ation de l'exlusion mutuelle si haque proesseurdu réseau dispose d'un prédiat booléen véri�ant :1. Dans haque on�guration, un unique proesseur a son prédiat à vrai.2. Au ours de haque exéution, haque proesseur a son prédiat à vrai in�nimentsouvent.On dit d'un proesseur ayant son prédiat à vrai qu'il a un privilège.2.4.3 Interprétation des privilègesDe nombreux algorithmes d'exlusion mutuelle dé�nissent la notion de privilège re-lativement aux règles gardées des proesseurs. Un proesseur P est privilégié s'il peutappliquer une ertaine règle, 'est à dire si la ondition booléenne de la règle est vraie. Engénéral, le fait d'exéuter e�etivement la règle en question lui fait modi�er les valeursde ses variables propres. Il perd ainsi son privilège. Dans le modèle à état, les variablesde P peuvent être lues par les voisins de P . Il est don possible que l'ation de P aitégalement pour e�et de faire apparaître un privilège hez un de ses voisins. Au �nal, P



2.4. EXCLUSION MUTUELLE SUR UN ANNEAU 53a perdu son privilège et un privilège vient d'apparaître hez un de ses voisins. Tout sepasse omme si le proesseur P avait �transmis� son privilège à un de ses voisins.Dans e as, on peut alors onsidérer un algorithme d'exlusion mutuelle ommeun ensemble de règles permettant de réguler la irulation (et éventuellement les ol-lisions) de privilèges sur un graphe. Le privilège est alors onsidéré omme une entitépropre pouvant même avoir des aratéristiques spéi�ques 5. D'où l'utilisation d'uneterminologie spéi�que à ette approhe.Dé�nition 2.4.3 : mouvement de privilègeUn proesseur privilégié est le possesseur d'un privilège. Dans le modèle à état, quandun proesseur privilégié applique une règle qui lui fait perdre son privilège et en faitapparaitre hez un de ses voisins, on dit qu'il transmet son privilège (à un de ses voisins).Si P vient de transmettre son privilége 6J à P 0, on dit que J vient de franhir P et qu'ilarrive en P 0.Si P ne transmet pas son privilège J , on dit que J est immobile.Dé�nition 2.4.4 : SupportLe proesseur P possédant un privilège J est appelé support de J . P = Support(J).Grâe à la notion de support, toutes les dé�nitions propres aux proesseurs peuventêtre étendues aux privilèges. Par exemple, la distane entre un privilège J et un pro-esseur P est la distane entre le support de J et P . De même, la distane entre deuxprivilèges est la distane entre leur support respetif.Quand un proesseur P applique une règle lui faisant perdre son privilège et qu'unde ses voisins P 0 possède déjà un privilège, deux as sont possibles :1. Si un privilège apparîit hez P 00, un autre voisin de P , alors P a transmis sonprivilège a P 00.2. Si auun privilège n'apparaît parmi les voisins de P , on onsidère que P a transmisson privilège a P 0. Celui-i ne pouvant être deux fois privilégié, on dit que les deuxprivilèges (elui qui était en P et elui qui était en P 0) fusionnent.Dé�nition 2.4.5 : FusionnerSoit J un privilège et P son support. J fusionne ave un autre privilège s'il est transmis àun proesseur ayant un privilège immobile, ou s'il est immobile et qu'un privilège arriveen P .5. Attention toutefois au fait que, ontrairement à e qui se passe dans le modèle à passage de message(où les privilèges sont vraiment des entités dé�nies par le modèle), les privilèges du modèle à état nedoivent leur existene qu'aux valeurs de ertains proesseurs. Leur personni�ation onstitue don plusun abus de langage qu'une réalité physique.6. Les privilèges sont également appelés �jetons�. Aussi, lettre P étant déjà utilisée pour désigner lesproesseurs, nous noterons J les privilèges.
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Fig. 2.8 � Représentation graphique d'une on�gurationSur un anneau orienté, dans les exemples que nous allons utiliser par la suite,les privilèges se déplaent tous dans le même sens. Bien souvent, il sera néessaire deparler du plus prohe prédéesseur de P possédant un privilège. Ce proesseur est appeléprivilège prédéesseur.Dé�nition 2.4.6 : Privilège Prédéesseur / Suesseur / VoisinsLe privilége prédéesseur d'un proesseur P (noté PrivPred(P )) est le plus prohe pré-déesseur de P possédant un privilège.De même, le privilége suesseur de P (noté PrivSu(P )) est le plus prohe suesseurde P possédant un privilège.L'ensemble onstitué du privilège prédéesseur et du privilège suesseur de P forme lesprivilèges voisins de P .En�n, lorsqu'un privilège se déplae, il modi�e la valeur des proesseurs par lesquelsil passe, propageant ainsi la valeur du prédéesseur de son support.Dé�nition 2.4.7 : Valeur d'un privilègeSoit J un privilège et P son support. La valeur du privilège J est la valeur que prendraP lorsqu'il aura transmis J . V aleur(J) = Priv(P�)2.4.4 Interprétation graphiqueTout au long de ette thèse, nous illustrerons nos propos par des exemples. Dansle as d'un algorithme où haque proesseur est muni d'une unique variable, une on�-guration est l'ensemble des valeurs de tous les proesseurs. Par exemple, (�gure2.8.(a))



2.4. EXCLUSION MUTUELLE SUR UN ANNEAU 55C = (3;3;3;3;0;0;0;0;0;0;1;2;2;2;2;0;2;2;2;2;2;2) est une on�guration d'un anneau semi-uniforme de taille 23 (la valeur du proesseur distingué est la première valeur du veteur).Une autre manière de représenter ette même on�guration est de la dessiner sous formed'anneau (�gure2.8.(b)) en plaçant le distingué en haut de l'anneau. Graphiquement,on peut également dessiner une tour où haque proesseur est symbolisé par une por-tion de mur plus ou moins haute selon sa valeur (�gure 2.8.()). Le distingué est alorsreprénsenté en gris.Dans un as plus ompliqué où les proesseurs ont plusieurs variables, on peut repré-senter les on�gurations en omettant ertaines variables, ou enore insrire la valeur dela variable au dessus du proesseur orrespondant. Par exemple, dans la on�gurationC 0 de la �gure 2.8.(d), le proesseur P a une de ses variables à 4 (hauteur du mur),l'autre à V5.Au �nal, lorsqu'une exéution ne fait agir que quelques proesseurs, il pourra êtreintéressant de ne onsidérer qu'une portion de la on�guration totale. Dans e as, seulun pan de mur sera représenté (�gure 2.8.(e)).



56 CHAPITRE 2. MODÈLE



57

Première partieLe Cas AsynhroneouTEST : un orale plus vrai que nature





59
Chapitre 3Exlusion mutuelle de DijkstraEn 1974, Dijkstra présente un algorithme auto-stabilisant d'exlusion mutuelle surun anneau. A travers son artile, il dé�nit un ertain nombre de onepts (ommela notion de privilège). Dans di�érents hapitres de ette thèse, plusieurs algorithmesd'exlusion mutuelle sont présentés. Certains d'entre eux, assez omplexes, reposent surles mêmes bases que elui de Dijkstra. Aussi nous a-t-il paru interessant de faire uneprésentation détaillé de et algorihtme fondateur, tant au point de vue de la modularité(pour introduire progressivement les onepts utilisés par les hapitres à suivre) quepour pouvoir établir des omparaisons de omplexité.Dans e hapitre, nous présentons don une étude omplète de l'algorithme de Dijks-tra. Après avoir exposé ses prinipes fondamentaux et les hypothèses néessaires à sonbon fontionnement, nous présentons son pseudo ode avant de donner la preuve qu'ilest auto-stabilisant. En�n, nous étudions sa omplexité, aussi bien dans le adre généralde l'auto-stabilisation que dans elui plus restreint de la k-stabilisation.3.1 Prinipes générauxLorsque l'on onsidère le problème de l'exlusion mutuelle auto-stabilisante sur unanneau, on se retrouve prinipalement onfronté à deux di�ultés.La première est d'assurer l'existene d'un privilège. En e�et, si une on�gurationsans privilège est permise, l'ensemble des proesseurs peut rester inatif en pensantqu'un privilège existe quelque part sur l'anneau et qu'il su�t d'attendre pour le reevoir.Remédier à ela peut être oûteux ou entraîner des hypothèses supplémentaires sur leréseau 1. Dijkstra évite le problème en dé�nissant les privilèges de manière à e que leurexistene soit assurée dans toutes les on�gurations possibles.Le deuxième problème est d'assurer une disparition progressive des privilèges sur-numéraires. Classiquement, si deux privilèges sont présents dans une on�guration,toute exéution doit invariablement onduire vers une on�guration où seul un des deuxprivilèges subsiste. Informellement, Dijkstra permet ela en donnant à un des proesseursde l'anneau un r�le de ��ltre à privilèges surnuméraires�.1. La plus ommune étant l'introdution d'un démon probabiliste, omme dans [?℄



60 CHAPITRE 3. EXCLUSION MUTUELLE DE DIJKSTRA3.2 Hypothèses & résultatsDijkstra se plae dans le adre d'un modèle à état (haque proesseur peut lire lesvariables de ses voisins, lire et érire dans ses variables propres). Il onsidére un anneausemi-uniforme (un seul proesseur, appelé le proesseur distingué et noté D, peut avoirun ode di�erent des autres) unidiretionnel orienté (l'anneau est orienté -les notionsde suesseurs et de prédéesseurs sont dé�nies- et haque proesseur ne peut lire queses variables propres et elles de son prédéesseur). L'exéution de l'algorithme est régiepar un démon entralisé 2 (à haque transition, un seul proesseur peut exéuter sarègle gardée). Sous es hypothèses, Dijkstra propose un algorithme d'exlusion mutuelleauto-stabilisant ayant un temps de stabilisation quadratique en la taille de l'anneau :Théorème 3.2.1L'algorithme de Dijkstra présenté �gure 3.1 est auto-stabilisant pour le problème del'exlusion mutuelle. De plus, si la taille de l'anneau est n, sa mise en appliation néessiteO(log(n)) bits par proesseur et son temps de stabilisation (omplexité au pire) est deO(n2) transtions.3.3 AlgorithmeL'algorithme de Dijkstra est présenté �gure 3.1.Prédiat : Dé�nition d'un PrivilègePrivilege(P ) , � Priv(P ) = Priv(P�) si P est le proesseur distingué.Priv(P ) 6= Priv(P�) si P est un proesseur quelonque.Ation : Transmettre un privilègeTransmettre(P ) , Priv(P ) � � Priv(P�) + 1 Si P est le distingué.Priv(P�) Sinon.Règle gardéeR Privilege(P ) =) Transmettre(P )Fig. 3.1 � Premier algorithme auto-stabilisant de DijkstraChaque proesseur P dispose d'une unique variable Priv(P ) à valeur dans [0::n�1℄.Les opérations d'inrémentations de ette variable se font modulo n.Elle permet de dé�nir le prédiat Privilege. Pour le proesseur distingué D, eprédiat est vrai lorsque la valeur de sa variable Priv(D) est la même que elle de sonprédéesseur Priv(D�) Pour un proesseur quelonque P , il est vrai lorsque la valeurde Priv(P ) est di�érente de elle son prédéesseur Priv(P�)La seule ation possible pour un proesseur est de transmettre son privilège à sonsuesseur. Pour ela, il modi�e sa variable Priv(P ) de manière à e qu'il n'ait plus de2. L'algorithme est également auto-stabilisant sous un démon réparti, mais nous n'en donnons pasla preuve ii.



3.4. EXEMPLES D'EXÉCUTIONS 61privilège.L'algorithme se ompose d'une unique règle R : lorsqu'un proesseur est privilègié,il transmet son privilège.3.4 Exemples d'exéutionsDivers exemples d'exéution sont présentés �gure 3.2. La première (3.2.(b)) partd'une on�guration légitime L0. Seul le proesseur P0, le distingué, possède un privilège.Il le transmet à P1 (on�guration L1), qui à son tour le transmet à P2, ainsi de suite.Après 7 transitions, le privilège a fait un tour omplet d'anneau (on�guration L7). Ilest de nouveau en possession de P0, prêt à repartir pour un nouveau tour.La �gure 3.2() présente toutes les exéutions possibles à partir de la on�gurationillégitimeC0. Initialement, les trois proesseurs P3, P4 ou P7 ont des privilèges. Selon quele démon permet à l'un ou l'autre d'agir, la deuxième on�guration de l'exéution seraC1, C 01, ou C 001 . Sur et exemple partiulier, on onstate que quelle que soit l'exéutionhoisie par le démon, elle ontient toujours une on�guration dans laquelle un seulprivilège est présent (on�gurations erlées sur la �gure).3.5 PreuveUne preuve de et algorithme peut-être trouvée dans [Tel94℄ (ave une preuve que letemps de onvergene est de O(n3) transitions).Nous donnons ii une preuve de l'algorithme légèrement di�érente qui nous permetd'obtenir une omplexité en temps de O(n2) transitions.La preuve de l'auto-stabilisation se fait en trois étapes :3.5.1 Choix des on�gurations légitimesL'ensemble des on�gurations légitimes hoisies est l'ensemble des on�gurationsdans lesquelles un seul proesseur est privilègié.Dé�nition 3.5.1Une on�guration L est légitime si et seulement si il existe un unique proesseur dansL possédant un privilège.3.5.2 CorretionSurvol de la preuve : prouver la orretion, 'est établir que toute exéution ayantune on�guration initiale légitime véri�e la spéi�ation de l'exlusion mutuelle. Pourela, nous montrons que dans toute on�guration légitime il existe au moins un privi-lège et que le nombre de privilèges n'augmente jamais au ours d'une exéution. Cesdeux propriétés nous assurent que toutes les on�gurations d'une exéution légitime
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(c) Exécutions possibles à partir de la configuration illégitime C
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Fig. 3.2 � Exemple d'exéution de l'algorithme de Dijkstra



3.5. PREUVE 63ontiennent exatement un privilège. Par ailleurs, nous montrons que toutes les exé-utions sont in�nies (il n'existe pas de on�guration terminale). Le privilège est dontransmis une in�nité de fois. Comme il irule toujours dans le même sens, tous lesproesseurs le reevront in�niment souvent, e qui établit la orretion.Lemme 3.5.2Dans toute on�guration, il existe au moins un proesseur privilégié.Preuve : Soit C une on�guration du système. Un proesseur est privilégiéquand il peut appliquer sa règle. Montrons qu'il existe toujours un tel proesseur :1. Si le proesseur distingué a la même valeur que son prédéesseur, il peutappliquer sa règle.2. Si le proesseur distingué n'a pas la même valeur que son prédéesseur, ilexiste au moins un autre proesseur dont la valeur est di�érente de elle deson prédéesseur. Ce proesseur peut appliquer sa règle.Dans tous les as, un proesseur privilégié existe.Remarque 3.5.3Pour un proesseur donné P , la présene ou l'absene de privilège dépend des deux va-riables Priv(P ) et Priv(P�). Don, si P modi�e sa valeur, les seuls proesseurs pouvantsubir des apparitions ou disparitions de privilèges sont P et P+.Lemme 3.5.4Au ours d'une exéution, le nombre de privilège n'augmente jamais.Preuve : Soit C1 �! C2 une transition du système. Le démon étant entralisé,entre C1 et C2, un unique proesseur agit.Seul un proesseur P ayant un privilège dans C1 peut appliquer sa règle. Cefaisant, il perd son privilège. Or seuls P et P+ peuvent subir des apparitions oudisparitions de privilège (remarque 3.5.3). D'ou, même si P+ n'a pas de privilègedans C1 et en a un dans C2, le nombre global de privilèges de C2 ne peut pas êtreplus important que elui de C1.Lemme 3.5.5Il n'existe pas de on�guration terminale.Preuve : Dans toute on�guration, il existe au moins un proesseur privilègié(lemme 3.5.2) qui, par dé�nition du privilège, peut appliquer sa règle gardée.Remarque 3.5.6Dans une on�guration légitime, un proesseur ne peut transmettre son privilège qu'àson suesseur. En e�et, un unique proesseur P est privilégié. P+ n'a don pas de pri-vilège. Lorsque P applique sa règle, il modi�e sa valeur et perd son privilège. Ce faisant,il donne un privilège à P+.
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Fig. 3.3 � Illustration du lemme 3.5.8Nous pouvons maintenant prouver la orretion :Lemme 3.5.7Toute exéution légitime véri�e la spéi�ation de l'exlusion mutuelle.Preuve : Dans une on�guration légitime, un seul proesseur est privilégié(dé�nition 3.5.1). Le nombre de privilège n'augmentant pas (lemme 3.5.4) et nepouvant être nul (lemme 3.5.2), il reste onstant et égal à 1 durant toute l'exé-ution. De plus, un proesseur ne transmettant son privilège qu'à son suesseur(remarque 3.5.6), tous les proesseurs le reoivent in�niment souvent.3.5.3 Convergene & omplexité en tempsSurvol de la preuve : pour montrer la onvergene, nous devons établir que touteexéution ontient une on�guration légitime. Pour ela, nous bornons le nombre de foisoù un privilège peut franhir le proesseur distingué tout en étant dans une on�gura-tion illégitime. L'existene de ette borne assure la onvergene et permet d'évaluer laomplexité en temps de l'algorithme.Lemme 3.5.8Un privilège ne peut franhir le proesseur distingué D plus d'une fois que si auunautre privilège ne franhit D entre ses deux passages.Preuve : Supposons qu'un privilège J1 franhisse D, puis qu'un autre privilègeJ2 franhisse également D. Montrons que J1 ne pourra plus franhir D :Soit x la valeur de D avant le passage de J1. Après le passage de J1 en D,Priv(D) et V aleur(J1) ont pour valeur x+1. Si J2 franhit D, Priv(D) aura pourvaleur x + 2. J1 ne peut franhir D que si sa valeur est la même que elle de D.Don J1 ne peut franhir D une deuxième fois que si D retrouve la valeur x + 1.Or D ne peut inrémenter sa variable que de 1, et ela néessite à haque fois lepassage d'un privilège. Pour que D prenne à nouveau la valeur x + 1, il faudraitque n � 1 nouveaux privilèges franhissent D, e qui est impossible ar au plusn � 1 privilèges (en inluant J1 et J2) peuvent être présents simultanement surl'anneau.Un exemple illustrant ette preuve est présenté �gure 3.3. Lorsque le privilège J1 afranhi D et que J2 l'a franhi à son tour, la valeur de J1 est trop faible pour pouvoir



3.6. ETUDE D'UN FAIBLE NOMBRE DE FAUTES CHEZ DIJKSTRA 65franhir D à nouveau.Corollaire 3.5.9Une on�guration dans laquelle D reçoit un même privilège pour la seonde fois estlégitime.Preuve : Si un privilège J1 franhit D deux fois, 'est qu'auun autre privilègen'a franhi D entre les deux passages de J1 (lemme 3.5.8). D'où J1 est seul surl'anneau et la on�guration est légitime.Lemme 3.5.10Soit E une exéution du système et C0 sa on�guration initiale. Alors l'algorithmeonverge vers une on�guration légitime en au plus O(n2) transitions.Preuve : C0 ompte au plus n privilèges. Chaun de es privilèges peut avanerd'au plus 2n�1 pas avant de franhirD une deuxième fois. Comme il n'existe pas deon�guration terminale (lemme 3.5.5), après moins de 2n2 transitions, un privilègefranhiD pour la seonde fois. L'exéution est alors dans une on�guration légitime(orollaire 3.5.9).3.5.4 BilanTous les éléments néessaires à la preuve du théorème 3.2.1 sont maintenant réunis.Théorème 3.5.1L'algorithme de Dijkstra (�gure 3.1, page 60) est auto-stabilisant pour le problème del'exlusion mutuelle. De plus, si la taille de l'anneau est n, sa mise en appliation néessiteO(log(n)) bits par proesseur et son temps de stabilisation est de O(n2) transitions.Preuve : L'ensemble de on�gurations légitimes L (dé�nie au 3.5.1) veri�e laorretion (lemme 3.5.7) et la onvergene ave une phase de stabilisation de l'ordrede n2 étapes (lemme 3.5.10). De plus, l'algorithme utilise une unique variable detaille n. D'où le système est auto-stabilisant pour l'exlusion mutuelle, son tempsde onvergene est O(n2) transition et il requiert O(log(n)) bits par proesseur.3.6 Etude d'un faible nombre de fautes hez DijkstraL'algorithme de Dijkstra est auto-stabilisant. Sa phase de stabilisation est de l'ordrede n2. Cela signi�e qu'à partir d'une on�guration initiale quelonque, une exéutiononverge vers une on�guration légitime en un temps proportionnel à n2.Ce résultat est valable pour des orruptions totales. Il peut sembler légitime de sedemander e qu'il advient quand la on�guration initale ne omporte qu'un petit nombrede fautes. On serait en partiulier en droit d'espérer qu'une faible orruption entraîneune rapide onvergene.
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Fig. 3.4 � Exemple d'exéution longueMalheureusement, même lorsque l'on onsidère des on�gurations initiales faiblementorrompues, les performanes de l'algorithme ne sont que peu améliorées. En partiuler,on peut trouver une exéution ayant initialement un unique privilège et ayant une phasede stabilisation de l'ordre de n. De manière plus générale, la phase de stabilisation estproportionnelle au nombre initial de fautes mais aussi à la taille de l'anneau.Lemme 3.6.1Si, dans l'algorithme de Dijkstra, le nombre de proesseurs orrompus présents dans laon�guration initiale est f , l'algorithme a un temps de stabilisation de O(nf) transi-tions.Preuve : C0 ompte f proesseurs orrompus. Chaque orruption peut entraînerl'apparition de 2 privilèges. Il y a don au maximum 2f + 1 privilèges dans C0.Chaun de es privilèges peut avaner d'au plus 2n � 1 pas avant de franhir Dune deuxième fois. Comme il n'existe pas de on�guration terminale (lemme 3.5.5),après moins de (2f+1)�(2n�1) transitions, un privilège franhiD pour la seondefois. L'exéution est alors dans une on�guration légitime (orollaire 3.5.9).5nf est un majorant du temps de stabilisation. Malheureusement, il est possible deonstruire une exéution dont le temps de onvergene est proportionnel à ette borne :Lemme 3.6.2Il existe une exéution onvergeant en plus de 
(nf) transitions.Preuve : (Cette preuve est illustrée par un exemple �gure 3.4) Soit un anneau.On numérote tous ses proesseurs dans le sens indiret en ommençant par D :D = P0, D+ = P1, ..., Pn�1 = D�. Soit alors C0 la on�guration dé�nie de lamanière suivante :1. Pour le proesseur distingué, on pose V al(D) = 2.2. Pour tout i dans [1::f + 1℄, on pose V al(Pi) = f � i+ 3.



3.6. ETUDE D'UN FAIBLE NOMBRE DE FAUTES CHEZ DIJKSTRA 673. Pour tous les autres proesseurs, V al(P ) = 1Cette on�guration est bien dans Bf (L). En e�et, si L est la on�guration légitimedans laquelle tous les proesseurs de P0 à Pf+1 sont a 2 et tous les autres sont à1, la distane entre C0 et L est f .Pour plus de ommodité, numérotons les privilèges dans le sens diret. Considé-rons alors l'exéution E où le démon permet d'abord à J1 d'agir, puis à J2 et ainside suite jusqu'à Jf+2. Après f + 1 transitions, l'exéution atteint la on�gurationC1 dans laquelle tous les privilèges ont avané d'un proesseur. Si le démon réitéreson hoix, tous les privilèges vont à nouveau avaner d'un proesseur. Après 2f+2transitions, l'exéution atteint la on�guration C2 dans laquelle tous les privilègesont avané de deux proesseurs. Ainsi de suite.Le privilège J1 à pour valeur 2. Il peut don franhir D. Après son passage,D a pour valeur 3 et J2 peut aussi franhir D. De même, tous les proesseursvont pouvoir franhir D. Après nf + f transitions, l'exéution atteint don Cn, laon�guration dans laquelle tous les privilèges ont fait exatement un tour d'anneau.A partir de Cn, si le démon n'ative plus que les deux derniers priviléges à avoirfranhi D, ils peuvent tous les deux parourir l'anneau dans sa quasi-intégralité,soit 2n � 2 transitions supplémentaires avant de parvenir à Cn+1 qui n'est pasune on�guration légitime. La phase de stabilisation de E est don supérieure ànf + f + 2n.Un exemple de e genre d'exéution est donnée �gure 3.4. L'anneau onsidéré est detaille 19. C0 est obtenue en orrompant trois proesseurs de la on�guration légitimeL. Après 5 transitions où le démon aura fait avaner suessivement J1, J2, J3, J4 eten�n J5, l'exéution sera dans la on�guration C1. En itérant, après 5� 19 transitions,la on�guration C19 sera atteinte. Si le démon fait alors avaner uniquement J4 et J5,l'exéution arrivera dans la on�guration C35 après 2� 16 transitions supplémentaires.Au total, près de 5� 19 transitions séparent C0 de C35.Informellement, e résultat signi�e qu'une faute relativement bénigne peut perturberl'exéution pendant longtemps et qu'une simple orruption peut faire un tour ompletde l'anneau avant la stabilisation.
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Chapitre 4Impossiblité de l'Exlusion mutuellerépartie proportionnelleComme la plupart des algorithmes auto-stabilisants, elui de Dijkstra a un tempsde onvergene dépendant de la taille du réseau. Même quand la orruption initiale estde faible importane, la phase de stabilisation reste longue. Il serait être intéressant deonstruire un algorithme d'exlusion mutuelle tel qu'une faible orruption entraîne unerapide onvergene.Hélas, la réalité des hoses est loin d'être aussi omplaisante et le long temps deonvergene de Dijkstra peut se généraliser : il n'existe pas d'algorithme d'exlusionmutuelle proportionnel sous un démon entralisé.4.1 Informellement...Ce résultat d'impossibilité s'explique par le fait que dans une on�guration donnée,le démon a toute latitude sur le hoix du prohain proesseur à ativer. Aussi, en asde faible orruption, il peut négliger les proesseurs orrompus et leurs voisins pour nedonner la possibilité d'agir qu'au proesseur ayant le privilège présent sur l'anneau avantla orruption. Ce privilège peut alors faire un tour presque omplet de l'anneau avantd'interférer ave la zone orrompue. En fait, tout se passe omme si le démon hoisissaitdélibérement d'ignorer la orruption et de faire fontionner l'algorithme omme si rienne s'était passé. Ainsi, en ne les ativant jamais, il �te aux orrompus l'opportunité deretrouver une valeur orrete rapidement.L'exemple donné �gure 4.1 illustre et état des hoses. La on�guration C est ob-

J2 J1

L C

Fig. 4.1 � Stabilisation proportionnelle impossible



70CHAPITRE 4. IMPOSSIBLITÉ DE L'EXCLUSIONMUTUELLE RÉPARTIE PROPORTIONNELLEtenue à partir de la on�guration légitime L en orrompant le proesseur D�. Deuxprivilèges existent dans C. J1 était déjà présent dans L alors que J2 doit son existeneà la orruption. Si le démon hoisit de ne pas faire avaner J2, , J1 va pouvoir parourirtout l'anneau avant qu'une on�guration légitime soit atteinte.4.2 Hypothèses & résultatsToujours dans le modèle à état, nous onsidérons un anneau orienté régi par undémon entralisé. Cette fois-i, l'anneau est bidiretionnel et non-anonyme.Sous es hypothèses, un algorithme d'exlusion mutuelle ne peut pas être propor-tionnel.Théorème 4.2.1Sous les hypothèses préédentes, il n'existe pas d'algorithme d'exlusion mutuelle ayantun temps de onvergene inférieur à n� 2 transitions.4.3 PreuveConsidérations générales : Nous onsidérons ii un système réparti S auto-stabilisantpour l'exlusion mutuelle. On suppose que haque proesseur P est doté d'un ensemblede variables dont le ontenu est désigné par V ariable(P ). Si C1 et C2 sont deux on�-gurations, l'égalité V ariableC1(P ) = V ariableC2(P ) signi�e que les variables de P ontla même valeur dans les on�gurations C1 et C2. De même, deux on�gurations sontidentiques si toutes les variables de tous les proesseurs ont mêmes valeur dans l'une etdans l'autre des on�gurations.Survol de la preuve Un démon entralisé fait agir les proesseurs les uns aprèsles autres. Aussi, dans toute exéution, ertains proesseurs peuvent n'être ativés quelongtemps ('est à dire de l'ordre de n transitions) après le début de l'exéution. Si esproesseurs-là étaient justement des orrompus, le temps de stabilisation est de l'ordrede n.La preuve du théorème est basée sur le fait que lorsque deux proesseurs d'un anneausont distants, l'ordre dans lequel ils agissent n'a pas d'importane sur le déroulementgénéral de l'exéution. Fort de e prinipe, nous montrons que pour tout algorithmed'exlusion mutuelle, il est possible de onstruire une exéution dont trois proesseursontigus sont ignorés par le démon pendant les n � 3 premières transitions, et elamême si le proesseur enadré par les deux autres est orrompu. Cela établit le résultatd'impossibilité.Note sur les illustrations : pour rester le plus général possible et ne pas nousrestreindre aux seuls algorithmes dé�nissant la présene d'un privilège relativement àune variable, les illustrations présentées dans ette setion ne seront plus faites sous forme
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Fig. 4.2 � Indépendane de proesseursde tour mais simplement sous forme d'anneau ave des proesseurs (omme l'exempled'orientation d'anneau, �gure 2.7, page 51).Dé�nition 4.3.1Soit C0 une on�guration, P1 et P2 deux proesseurs ativables. P1 et P2 sont indépen-dants si l'ordre dans lequel le démon les fait agir n'a pas d'in�uene sur le déroulementde l'exéution. On note alors P1 k P2. P1 k P2 () C1C0 C2C 01P1P2 P2P1Par onvention, un proesseurs n'est pas indépendant de lui-même.Un exemple illustrant ette notion est présenté �gure 4.2. Dans la on�gurationC0, P1 et P4 peuvent agir. On suppose dans et exemple que l'ation d'un proes-seur est de prendre pour valeur la plus grande des valeurs de ses voisins plus un. Surl'exemple 4.2.(a), si P1 agit, il prend la valeur 5. Si P4 agit, il prend la valeur 3. Que ledémon fasse agir P1 puis P4 ou P4 puis P1 n'a pas d'in�uene sur C2. Par ontre, surl'exemple 4.2.(b), si P1 agit avant P2, P2 prend pour valeur 6. Dans le as ontraire, P2prend pour valeur 3. Les deux proesseurs P1 et P2 ne sont don pas indépendants.Lemme 4.3.2Si P1 et P2 ne sont pas voisins l'un de l'autre, alors ils sont indépendants.Preuve : Soit C0 une on�guration dans laquelle P1 et P2 sont ativables. Apriori, on a : C1 C2C0 C 01 C 02
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Fig. 4.3 � Indépendane de proesseurs

P1P2P2P1

Montrons que C2 et C 02 sont identiques.P1 n'étant pas un voisin de P2, les voisins de P2 ont même valeur dans C0 et dansC1. D'ou P2 exéute la même ation à partir de C0 que de C1 et V ariableC01(P2) =V ariableC2(P2). Comme la transition C 01 P1�! C 02 ne modi�e pas la valeur de P2,on a V ariableC02(P2) = V ariableC2(P2)Le même raisonnement pour les voisins de P1 donne V ariableC2(P1) = V ariableC02(P1).Comme P1 et P2 sont les seuls proesseurs à avoir modi�é leur valeur, on a C2 = C 02.Dé�nition 4.3.3Soit P un proesseur et fPig un groupe de proesseurs. P et fPig sont indépendants siP est indépendant de haun des Pi. P k fPig () 8i;P k PiLa �gure 4.3 présente un exemple où un proesseur (P1) est indépendant d'un groupede proesseurs (fP4;P5;P7g)
Constrution d'exéution Nous allons maintenant onstruire progressivement uneexéution ayant la �bonne� propriété de ne pas onverger rapidement. Pour ela, nousmontrons qu'il existe toujours une exéution dont les i premiers proesseurs à agir sontliés.



4.3. PREUVE 73Lemme 4.3.4Soit E une exéution du système. Soit C0 P�! C1 la première transition de E etC1 P1�! C2 P2�! C3 P3�! ::: Pi�! Ci+1 les i transitions suivantes. Si P et l'ensemblefPig sont indépendants, alors l'exéution obtenue en faisant d'abord agir P1, P2, ..., Pipuis seulement P onduit aussi à la on�guration Ci+1.Preuve : A priori, on a : C1 C2 C3 ... Ci Ci+1C0 C 01 C 02 C 03 ... C 0i C 0i+1P P1 P2 PiP1 P2 P3 PMontrons que Ci+1 et C 0i+1 sont identiques.P et P1 sont indépendants. D'où l'ordre dans lequel ils agissent n'a pas d'in-�uene sur l'exéution (lemme 4.3.2) etC1 C2C0 C 01PP1 P1PDans C 01, P et P2 sont indépendants. A nouveau, l'ordre dans lequel ils agissentn'a pas d'importane et C2 C3C 01 C 02PP2 P2PDe prohe en prohe, on obtientC1 C2 C3 ... Ci Ci+1C0 C 01 C 02 C 03 ... C 0i C 0i+1P P1 P2 PiP1 P2 P3 PP P PAu �nal, on a bien Ci+1 = C 0i+1L'exemple 4.2(b) illustre e lemme. P1 est indépendant de fP4;P5;P6g. Que P1 agisseavant P4, P5 et P6 ou que P4, P5 et P6 agissent avant P1 n'in�ue pas sur C4.Dé�nition 4.3.5 : proesseurs liésSoit P et P 0 deux proesseurs. S'ils ne sont pas indépendants, on dit qu'ils sont liés et onnote P , P 0. De même, un proesseur et un ensemble de proesseurs non indépendantssont liés.Une suite de proesseurs (P1;P2;P3;:::) est liée si haque proesseur Pi de la suite est liéave l'ensemble des proesseurs le préédant. 8i;Pi , fPjgj2[1::i�1℄



74CHAPITRE 4. IMPOSSIBLITÉ DE L'EXCLUSIONMUTUELLE RÉPARTIE PROPORTIONNELLELemme 4.3.6Soit S un système réparti auto-stabilisant pour le problème de l'exlusion mutuelle.Alors il existe une exéution dont les n� 3 premiers proesseurs à agir sont liés.Preuve : Montrons par réurene qu'il existe une exéution dont les i premiersproesseurs sont liés. Soit E une exéution du système.1. Construisons une exéution dont les deux premiers proesseurs sont liés : SoitC0 P0�! C1 la première transition de E . Soit Pj le premier proesseur de Eà être lié ave P0 (éventuellement P0 lui-même). Tous les proesseurs situésentre P0 et Pj ne sont pas liés ave P0. On a don :C1 C2 C3 ... Cj�2 Cj�1C0 Cj Cj+1C 01 C 02 C 03 ... C 0j�2 C 0j�1P0 P1 P2 Pj�2P1 P2 P3 Pj�1 Pj�1P0 PjConsidérons l'exéution E 0 dont la on�guration initiale est C 0j�1. Ses deuxpremières transitions sont C 0j�1 P0�! Cj Pj�! Cj+1. Les deux premiers proes-seurs a agir dans E 0 sont don liés.2. Supposons qu'il existe une exéution E dont les i premiers proesseurs soientliés.3. Construisons E 0, une exéution dont les i + 1 premiers proesseurs sont liés.Soit Pi+j le premier proesseur lié ave (P0;P1;:::Pi�1) (Pi+j peut éventuelle-ment être dans fP0;P1;:::Pi�1g. Auun des proesseurs ompris entre Pi�1 etPi+j n'est lié ave (P0;P1;:::Pi�1). On a don :C1 C2 ... Ci�1 Ci Ci+1 ... Ci+j�1C0 Ci+j Ci+j+1C 01 C 02 ... C 0j�1 C 0j C 0j+1 ... C 0i+j�1P0 P1 Pi�1 Pi Pi+j�1Pi Pi+1 Pi+j�1 P0 Pi�1 Pi+jConsidérons l'exéution E 0 dont la on�guration initiale est C 0j. Ses i+1 premièrestransitions sont C 0j P0�! C 0j+1 P1�! C 0j+2:::C 0i+j�1 Pi�1�! C 0i+j Pi+j�! C 0i+j+1. Ses i + 1premiers proesseurs sont don liés.Lemme 4.3.7Soit E une exéution. Soit (P0;P1;:::;Pi) une suite de proesseurs liés. Alors l'ensemblede proesseurs fPjgj2[0::i℄ est onnexe.Preuve : Ce lemme se montre par réurene sur le nombre de proesseurs de lasuite.1. Pour une suite de deux proesseurs : les deux proesseurs sont liés, ils sontdon voisins et forment un ensemble onnexe (ontraposé du lemme 4.3.2.2. Supposons la propriété vraie pour une suite de i proesseurs (i � 2).3. Montrons qu'elle est vraie pour i+1 proesseurs. Soit Pi le dernier proesseurde la suite. Les i�1 premiers proesseurs fPjgj2[1::i�1℄ forment une omposanteonnexe. Pi étant lié ave fPjgj2[1::i�1℄, il est lié ave au moins un des Pj. Ilssont don voisins et l'ensemble fPjgj2[1::i�1℄ [ Pi est onnexe.
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Fig. 4.4 � Constrution d'une exéution ayant une phase de stabilisation de n
Lemme 4.3.8Soit C une on�guration et P un ensemble onnexe de n� 3 proesseurs. Alors il existeun proesseur P dont auun des voisins n'est dans P.Preuve : Sur un anneau, un ensemble onnexe est une haîne. Le omplémentaired'un ensemble onnexe est don également onnexe.P étant onnexe, il existe un ensemble onnexe de 3 éléments. Cet ensembleest une haîne et le proesseur qui n'est pas une des extrémités de la haîne véri�ele lemme.Lemme 4.3.9Soit S un système auto-stabilisant pour l'exlusion mutuelle. Alors il existe une exéutionde S ayant une phase de stabilisation d'au moins n� 2 transitions.Preuve : Soit E une exéution dont les n�3 premiers proesseurs (P0;P1;:::;Pn�4)forment une suite liée (E existe, lemme 4.3.6). Soit P un proesseur indépendant de(P0;P1;:::;Pn�4) (P existe, lemme 4.3.8). Soit C0 la on�guration initiale de E . SoitC 00 la on�guration illégitime obtenue à partir de C0 en orrompant le proesseurP . Montrons qu'il existe une exéution ayant C 00 pour on�guration initiale et neonvergeant pas en moins de n� 3 transitions.Dans C 00 le démon peut hoisir de faire agir P0 (ar P0 et ses voisins ont mêmevaleur dans C0 et dans C 00). La transition C 00 P0�! C 01 onduit le système dans uneon�guration illegitime (ar ni P , ni ses voisins n'ont hangé de valeur). Dans C 01, ledémon peut hoisir de faire agir P1. Le système arrive alors dans une on�gurationillégitime C 02. De prohe en prohe, après n� 3 transitions, tous les proesseurs dela suite (P0;P1;:::;Pn�4) ont agi. Mais les valeurs de P et de ses voisins n'ayant pasété modi�ées, le système est toujours dans une on�guration illégitime.



76CHAPITRE 4. IMPOSSIBLITÉ DE L'EXCLUSIONMUTUELLE RÉPARTIE PROPORTIONNELLEUne illustration de e lemme est donnée �gure 4.4. Sur haque on�guration sontreprésentés en gris les proesseurs qui agissent. A partir d'une exéution E dont les n�3premiers proesseurs à agir sont liés, on peut onstruire E 0 une exéution dans laquellele démon ne permet pas au proesseur orrompu ou à un de ses voisins d'agir avant n�3transitions.



77
Chapitre 5Proedure TESTDans le as partiulier de l'algorihtme de Dijkstra, la onvergene en as d'une fauteunique n'est pas de l'ordre de n, mais de 3n. Cela est dû au fait qu'une unique orruptionfait apparaître deux privilèges sur l'anneau. Naturellement, le privilège qui existait avantla orruption peut ne pas avoir disparu. Au total, 'est don trois privilèges que le démonpeut faire avaner à tour de r�le. Et s'il fait en sorte qu'ils se rattrapent le plus tardpossible, ils auront le temps de faire haun un tour d'anneau avant la stabilisation.Parallèlement à ela, rien ne permet à un proesseur non orrompu de savoir si leprivilège qu'il posséde est dû à une orruption ou non. Dans le doute, il le transmet,propageant potentiellement une faute loale au reste de l'anneau.Dans e hapitre, nous présentons deux tehniques permettant d'améliorer et étatdes hoses. La première est l'utilisation d'un test qui du point de vue marosopiquepeut-être présenté omme un orale séletionnant les privilèges à faire avaner et eux àbloquer pour assurer une phase de stabilisation ourte. La seonde onsiste à forer lesproesseurs à faire des demandes de on�rmation sur les informations qu'ils viennent dereevoir.5.1 Tehniques d'amélioration5.1.1 Test sur la légitimité d'un privilègeAu niveau plus élémentaire d'une simple transition, on se retrouve onfronté au pro-blème suivant : après une orruption de faible envergure, un ertain nombre de privilègessont présents sur l'anneau. Certains d'entre eux doivent leur existene à la orruptiondu proesseur préédant leur support atuel ; ils ont des valeurs orrompues. Lorsqu'ilsavanent, ils propagent leur fausse valeur, augmentant ainsi la distane entre la on�gu-ration atuelle d'une on�guration légitime. D'autres au ontraire existent pare qu'ilssont sur un proesseur orrompu dont le prédéesseur n'a pas été orrompu. Ils ont euxune valeur orrete. Lorsqu'ils avanent, ils la propagent, orrigeant ainsi les variablesde proesseurs orrompus.La on�guration C0 de l'exemple donnée �gure 5.1 illustre les di�érents types deprivilège. C0 est obtenue en orrompant un proesseur de la on�guration légitime L.
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Fig. 5.1 � Divers hoix du démonSa distane à L est 1. JF est un privilège dans C0 dont le prédéesseur est orrompu. JIest un privilège dont le prédéesseur n'est pas orrompu. Sa valeur est orrete.A partir de C0, trois hoses sont possibles :1. C0 JV�! C1 : si le proesseur JV (appelé �vrai privilège� ar 'est elui qui étaitprésent dans la on�guration légitime L) avane, le nombre de privilèges ne hangepas, pas plus que la distane entre C1 et l'ensemble des on�gurations légitimes.2. C0 JF�! C 01 : JF doit son existene à la orruption du proesseur préédant sonsupport atuel. Ce genre de privilège est appele �faux privilège�. Sa valeur estorrompue. Lorsqu'il avane, il propage sa fausse valeur (oloriée en noir sur la�gure). Il n'y a toujours que trois privilèges sur l'anneau, mais la distane entreC 01 et l'ensemble des on�gurations légitimes est maintenant de 2.3. C0 JI�! C 001 : JF doit son existene à la orruption de son support. Ce genre deprivilège est appelé �privilège orreteur�. Son prédéesseur n'est pas orrompu.Lorsqu'il avane, il rattrape JF . La orruption est orrigée et les deux privilègesdisparaissent. C 001 est une on�guration légitime.Intuitivement, un algorithme où les privilèges faux ne pourraient pas avaner auraitun temps de onvergene faible. La seule possibilité du démon serait alors de faire avanerdes privilèges orreteurs, e qui orrige des orruptions, ou de faire avaner le privilègevrai, e qui n'aggrave pas les hoses. Mais pour obtenir un tel résultat, enore faut-ilque les privilèges puissent déterminer leur nature. Cela est rendu possible grâe à unepropriété des privilèges et des orruptions :Propriétés 5.1.1Si un anneau ompte k proesseurs orrompus, un privilège faux a toujours un privilègevrai ou orreteur parmi ses k prédéesseurs.
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Fig. 5.2 � Divers hoix du démon restreint par un oraleCela est dû au fait qu'une zone de proesseurs orrompus est toujours enadrée parun faux privilège (en tête) et un privilège vrai ou orreteur (en queue).Grâe à ette propriété, il va être possible de subordonner les déplaements de pri-vilège au suès d'une proédure déterminant leur nature.Pour ela, on demande aux proesseurs privilégiés d'exéuter une proédure de déte-tion avant de transmettre leur privilège. En première approximation, TEST (P;k;NonPrivilege)peut-être onsidéré omme un orale délivrant au proesseur P l'autorisation de trans-mettre son privilège seulement si auun privilège n'est deteté parmi ses k prédéesseurs('est à dire si les k prédéesseurs de P ont tous leur prédiat NonPrivilege à vrai).Dans le as ontraire, l'orale ne donne pas de réponse. Appliqué aux trois di�érentstype de privilèges, on obtient :1. Si J , le privilège de P , est un vrai privilège ou un privilège orreteur : lors deson exéution, TEST (P;k;NonPrivilege) ne détete auun privilège parmi les kprédéesseurs P . Il donne don à P l'autorisation de transmettre J .2. Si J est un faux privilège : néessairement, un de ses k prédéesseurs possède unprivilège. Lors de son exéution, TEST (P;k;NonPrivilege) le détete et ne délivrepas d'autorisation de mouvement.TEST (P;k;NonPrivilege) empêhe don les faux privilèges de se déplaer, permettantainsi aux privilèges vrais et aux orreteurs de orriger les proesseurs orrompus.Un exemple d'utilisation du test est donné �gure 5.2. JV initie un test qui revient etlui apporte une autoristation de mouvement. JC fait de même. Par ontre, la proédurede test appliquée à JF détete un privilège parmi les prédéesseurs prohes de JF . Laproédure n'aboutit pas et JF ne reçoit pas d'autorisation de mouvement.Cette première tehnique permet d'améliorer le temps de onvergene quand lenombre de fautes frappant l'anneau est faible puisqu'il passe de O(n2) (algorithme deDijkstra) à O(kn) (ave k, nombre de fautes frappant le réseau).



80 CHAPITRE 5. PROCEDURE TEST5.1.2 Anti-orruptionNouveau retour à l'algorihtme de Dijkstra. Lorsqu'un proesseur est orrompu, rienne lui permet de le savoir. De même, son suesseur n'a pas non plus l'information.Une tehnique telle que elle présentée i-dessus permet d'éviter une propagation deserreurs, mais le méanisme n'est pas parfait : en e�et, les orruptions peuvent a�etertoutes les variables d'un proesseur. La réponse à la proédure de détetion TEST étantstokée, elle peut-être elle-même orrompue. Dans e as, un proesseur ne peut plusfaire la di�érene entre un privilège vrai et un privilège faux ayant une autorisation detransmettre.D'une manière plus générale, même si l'algorithme demande aux proesseurs de faireun grand nombre de véri�ations avant d'autoriser une transmission de valeur, il esttoujours possible qu'une orruption donne à un proesseur exatement l'état préédantla transmission des données. Tout méanisme de ontr�le unilatéral est don voué àl'éhe.Par ontre, un ontr�le bilatéral permet de faire barrage aux orruptions. L'idéesemble assez naturelle : avant de reevoir une autorisation de transmettre un privilège,un proesseur doit en faire la demande. Cela permet d'éviter qu'une réponse soit donnéeà une question ne lui orrespondant pas. Aussi, avant d'initier un test, le proesseurprivilégié doit attendre que ses voisins soient disponibles. Ensuite, et ensuite seulement,il leur demande des véri�ations. En prenant le même genre de préaution, les voisinss'assurent eux aussi qu'ils obtiennent des informations �ables. Au �nal, si le possesseurdu privilège reçoit une autorisation, il sait qu'elle répond à sa question et il transmet leprivilège. Dans le as ontraire, s'il ne reçoit pas de réponse ou s'il en reçoit une sansêtre à l'origine d'un test, il ne fait rien.Pour résumer, une transmission de privilège doit se dérouler en quatre étapes :1. Un proesseur souhaitant transmettre son privilège doit attendre que son prédé-esseur soit prêt à exéuter le test (pas de test en ours ou terminé).2. Quand son prédéesseur est prêt, il fait une demande d'autorisation.3. Le prédéesseur exéute alors le test.4. Si le test apporte une réponse positive, le proesseur transmet son privilège.Dernier éueil, une orruption peut intervenir après l'étape trois : juste après que Pait fait une demande d'autorisation, une orruption frappe P�, modi�ant sa valeur etlui faisant roire à une réponse positive. Il est à noter que e problème ne peut a�eterque le privilége vrai. En e�et, dans une on�guration légitime, il est le seul privilègeexistant. Il est don le seul à pouvoir être en train de faire une demande d'autorisationau moment où une faute frappe. Pour éviter ela, le proesseur désirant transmettre unprivilège doit adapter le omportement suivant : en même temps qu'il demande à sonprédéesseur de faire le test, il note la valeur qu'il est sensé prendre en as de réponsepositive. Lorsque son prédéesseur lui transmet une réponse, il véri�e que la valeur deson privilège n'a pas hangé. Si 'est bien le as, il le transmet. Sinon, il annule sademande et reommene la proédure de transmission en bonne et due forme.Dernier point, e genre de proédure empèhe les orruptions de se propager, maisrend l'algorithme extrêmenent vulnérable aux bloages. Aussi, à moins de disposer d'un



5.1. TECHNIQUES D'AMÉLIORATION 81méanisme de détetion des bloages, le nombre de fautes toléré par l'algorithme ne peutpas être trop important. Dans notre as, pn � 1 fautes peuvent provoquer un bloagegénéral. Aussi, l'algorithme est k-stabilisant pour k < pn� 1Un résumé des di�érentes tehniques présenté ii est illustré �gure 5.3. Dans l'algo-rithme de Dijkstra, un proesseur agit sans e�etuer de ontr�le. La valeur qu'il prendpeut être ou ne pas être une orruption, le proesseur agit de même (�gure 5.3.(a)).L'utilisation d'un test permet au proesseur de prendre ou de ne pas prendre la valeurde son prédéesseur (�gure 5.3.(b)). Cette tehnique est assez �able. Elle permet mêmed'éviter ertaines orruptions (le petit élair symbolise une orruption qui vient de seproduire) attenant aux réponses de tests (�gure 5.3.()). Mais elle ne permet pas deprotéger le vrai privilégié d'une orruption (�gure 5.3.(d)). La tehnique anti-orruptiony remedie (�gure 5.3.(e)).transmettre J , il interroge l'orale. Si auun de ses k prédéesseurs n'a de privilège,l'orale donne à P une autorisation de transmission. Sinon, l'orale ne répond pas.De manière plus formelle, le test TEST (P;k;NonPrivilege) fontionne de la manièresuivante :1. Un proesseur P désireux de transmettre son privilège doit d'abord en demanderl'autorisation, 'est à dire s'assurer qu'auun de ses k prédéesseurs ne possèdeégalement de privilège. On dit qu'il fait un test à distane k. Les ommuniationsétant limitées au voisinage immédiat, il ne peut le faire seul. Il va don hargerson prédéesseur P� de faire la véri�ation à sa plae. Plus préisement, il attendque P� soit disponible (non impliqué dans un test), il stoke dans une variablela valeur qu'il pense devoir prendre et signale alors à P� qu'il entame un test àdistane k.2. Si P� a un privilège, il ne donne pas suite à la demande et le test initié par P éhoue.Sinon, si NonPrivilege(P�) est vrai, il a pour r�le de véri�er qu'auun privilègen'est présent parmi ses k � 1 prédéesseurs. Pour ela, il attend que P�� soitdisponible puis lui signale qu'il ommene un test à distane k � 1.3. A son tour, si P�� a un privilège, il ne répond pas et le test est bloqué. S'il n'en apas, il attend que P��� soit disponible puis entame un test à distane k � 2.... Ainsi de suite. La demande de test se transmet de la même manière jusqu'au k�1iemeprédéesseur de P .k. Quand P (k�1)� reçoit la demande d'autorisation de P (k�2)�, il attend que P (k)� soitdisponible puis ommene un test à distane 1.k+1. P (k)� est le dernier proesseur à être impliqué dans le test. S'il a un privilège,il ne donne pas de suite au test. Sinon, il répond positivement à la demande deP (k�1)� et lui donne son autorisation.k+2. Quand P (k�1)� reçoit la réponse positive de P (k)�, il la transmet à P (k�2)�.... Ainsi de suite jusqu'à P�.2k. Au �nal, quand P� reçoit la réponse positive de P��, il donne à P son �autorisationde mouvement�.2k+1. P peut alors transmettre son privilège.
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Oui, oui,
j’ai testé !

?
?

?
?

Mais... Je ne
lui ai rien demandé !3

(c) Le Test doit être initié par le demandeur

faire confiance ?
peu prompt à lui
N’ai-je pas été un

Oui, oui,
j’ai testé !

Oups !
Je m’étais trompé !

Merci
Oui, oui,
j’ai testé !

1 11

Merci
Oui, oui,
j’ai testé !

(a) Algorithme de Dijkstra

1 1 1
Sa valeur a l’air

super cool !

Wahou !

(e) Technique anti-corruption

1 3Est-elle bonne ? Cause toujours...
Votre valeur 1 m’interresse.

(b) Utilisation du Test anti-propagation

1
Heureusement

que j’ai demandé !

1 Est-elle bonne ?
Votre valeur m’interesse.

(d) Faiblesse du Test

3 31 3Est-elle bonne ?
Votre valeur m’interesse.

1 1Fig. 5.3 � La vie d'un proesseur au quotidien



5.1. TECHNIQUES D'AMÉLIORATION 835.1.3 ImplémentationComme nous venons de le voir, le test se déroule en plusieurs phases. La variableTest(P ) a pour r�le d'indiquer au proesseur P et à ses voisins la phase de test danslaquelle P est engagé. Pour simpli�er les notations, Test(P ) désignera le ontenu dela variable Test de P , Test(P;P 0) sera le ouple (Test(P );T est(P 0)) et Test(P;P 0;P 00)sera le triplet (Test(P );T est(P 0);T est(P 00)). Lorsqu'il sera question plus spéi�quementd'un proesseur P0, sa valeur sera noté en gras. Par exemple, Test(P�0 ;P0;P+0 ) sera noté(Test(P�0 );Test(P0);T est(P+0 )).A la base, un proesseur non engagé dans le test attend. Dans e as, sa variableTest(P ) est à A, indiquant ainsi à ses voisins qu'il est disponible pour partiiper àun test. C'est également la valeur prise par un proesseur détetant un ertain typed'inohérene parmi les variables Test de son voisinage (par exemple, s'il est en trainde répondre a son suesseur alors que elui-i ne lui a pas posé de question).Lorsqu'il veut transmettre son privilège, P véri�e que P� est en attente puis luidemande une autorisation de transmission. Pour éviter les orruptions de réponse detest (setion 5.1.2, page 80), il mémorise également la valeur de son privilège. Il fait toutela en positionnant sa variable Test à Qjk, ave j = Priv(P�), valeur du privilège deP . Mettre Test à Q signale que P pose une question (�Puis-je reevoir une autorisationde mouvement?�), k indique le nombre de prédéesseurs à tester avant que la réponserevienne et j permet de démasquer les fausses autorisations.Lorsqu'un proesseur P non privilégié reçoit une demande d'autorisation, il doit latransmettre à son prédéesseur, après avoir véri�é que P� est en attente. Pour ela,il positionne sa variable Test à Qi. Q signale que P pose une question et i indique lenombre de prédéesseurs à tester.Lorsqu'un proesseur P non privilégié reçoit une demande d'autorisation ne oner-nant qu'un seul proesseur (lui-même), il doit, s'il n'a pas de privilège, y répondre. Pourela, il positionne sa variable Test à R. R onstitue une réponse positive a une questionposée.Lorsqu'un proesseur a transmis une demande d'autorisation et qu'une réponse luiparvient, il doit la transmettre. Pour ela, il positionne sa variable Test(P ) à R. Lorsquele proesseur en question est P�, le test est ahevé, P a son autorisation de transmettre.Un exemple de fontionnement du test est donné �gure 5.4. On suppose qu'au plustrois proesseurs peuvent être orrompus (k = 3) et que la valeur du privilège de Pest 2.1. Transition A et A' : le proesseur P est privilégié. P� étant en attente, P initiedon un test hargé de véri�er qu'il n'y a pas de privilège parmi ses trois prédé-esseurs. Pour ela, il positionne sa variable Test(P ) à Q23 (2 étant la valeur dePriv(P�)).2. Transition B et B' : P� transmet la question de P en posant Test(P�) = Q2.3. Transition C et C' : à son tour P�� transmet la question de P� en posantTest(P��) = Q1.4. Transition D : P��� est le dernier proesseur à partiiper au test. Dans l'exemple 5.4(a),il n'a pas de privilège. Il répond don positivement à P�� en positionnant Test(P��)à R.
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D’ Fig. 5.4 � Exemple d'exéution du test.



5.1. TECHNIQUES D'AMÉLIORATION 85Prédiat : Dé�nition d'un PrivilègePrivilege(P ) , � Priv(P ) 6= Priv(P�) + 1 si P est le proesseur distingué.Priv(P ) 6= Priv(P�) si P est un proesseur quelonque.Prédiats pour un privilégiéQuestion(P;k) , Test(P�;P ) = (A;A)TestEnCours(P ) , Test(P�;P ) = (A;Qjk) ou Test(P�;P ) = (Qk�1;Qjk) ave j = Priv(P�)Autorisation(P ) , Test(P�;P ) = (R;Qjk) ave j = Priv(P�)Probleme(P ) , :Question(P;k) ^ :TestEnCours(P ) ^ :Autorisation(P )Prédiats pour un non privilégiéQuestion(P;i) , Test(P�;P;P+) = (A;A;Qi+1)Reponse(P;1) , Test(P�;P;P+) = (A;A;Q1) ou Test(P�;P;P+) = (Qjk;A;Q1)Reponse(P;i+ 1) , Test(P�;P;P+) = (R;Qi;Qi+1)Probleme(P ) , Test(P;P+)) 2 f(R;A);(Qi;A);(Qi;R);(Qi;Qi0)gRègles gardéesR1 Privilege(P ) et Autorisation(P ) , Priv(P ) � � Priv(P�) + 1 Si P est le distingué.Priv(P�) Sinon.R2 Question(P;i) , Test(P ) � QiR3 Reponse(P;i) , Test(P ) � RR4 Probleme(P ) , Test(P ) � AFig. 5.5 � Exlusion mutuelle k-stabilisante5. Transition D' : dans l'exemple 5.4(b), P��� a un privilège. Il ne donne don pasd'autorisation. La demande d'autorisation de P n'aboutit pas et le test éhoue.6. Transition E : P�� a reçu une réponse positive, il la transmet à P�.7. Transition F : P� a reçu une réponse positive, il donne don à P une autorisationde mouvement.8. Transition G : P fort de son autorisation, P transmet son privilège à son su-esseur.5.1.4 Le protooleLes prédiats dé�nissent les onditions à réunir pour qu'un proesseur puisse agir.1. Privilege(P) est vrai quand P a un privilège. Le distingué D a le privilège quandsa variable Priv(D) est di�érente de elle de son prédéesseur D� plus un, lesautres proesseurs l'ont quand leur variable Priv(P ) est di�érente de elle de leurprédéesseur.2. Pour un proesseur possédant un privilège, on dé�nit les prédiats suivants :(a) Question(P;k) est vrai quand P est prêt à faire une demande d'autorisation(Test(P ) = A) et que P� est prêt à la transmettre (Test(P�) = A).(b) TestEnCours(P) est vrai quand P a fait une demande (Test(P ) = Qjk) etque P� va la transmettre (Test(P�) = A), ou l'a transmise (Test(P�) =Qk�1).



86 CHAPITRE 5. PROCEDURE TEST() Autorisation(P) est vrai quand P a fait une demande d'autorisation (Test(P ) =Qjk), que P� y a répondu positivement (Test(P�) = R) et que la valeur duprivilège est la même que lors de la demande d'autorisation (j = Priv(P�)).(d) Probleme est vrai si P détete un problème dans la on�guration des va-riables Test(P ) et Test(P�), par exemple, si une réponse arrive sans qu'unequestion soit posée, ou si une question posée par P ne orrespond pas à laquestion transmise par P�.3. Pour les proesseurs n'ayant pas de privilège, on dé�nit trois prédiats :(a) Question(P;i) est vrai quand P est en attente (Test(P ) = A), n'a pas deprivilège, qu'il reçoit de P+ une demande d'autorisation (Test(P+) = Qi+1)et que P� est prêt à transmettre la demande (Test(P�) = A).(b) Reponse(P) est vrai dans deux as : quand P reçoit une demande et qu'ilest le dernier proesseur à partiiper au test (Test(P+) = Q1), Reponse(P )est vrai si P� est en attente ou si P� est un privilègié en train de faire untest (Test(P�) = Qjk). Reponse(P ) est également vrai quand P� répond à laquestion (Test(P�) = R) que P lui avait préédemment posée (Test(P;P+) =Qi;Qi+1).() Probleme est vrai quand P détete ertains types de problème. Plus préi-sement, une réponse sans un suesseur posant une question (Test(P;P+) =(R;A)) ou une question sans un suesseur posant une question ohérente(Test(P;P+) 2 f(Qi;A);(Qi;R);(Qi;Qi0)g) sont onsidérées ii omme des pro-blèmes 1.Ces prédiats permettent de dé�nir les règles gardées :1. R1 : quand le privilègié en a l'autorisation, il transmet son privilège. Comme pourl'algorithme de Dijkstra, il fait ela en modi�ant la valeur de sa variable Priv(P ).2. R2 : quand tout est prêt pour qu'une demande d'autorisation soit transmise, P latransmet.3. R3 : quand tout est prêt pour qu'une réponse soit transmise, P la transmet.4. R4 : quand P detete une situation anormale, il se met en attente.5.2 PreuveLa preuve de l'algorithme néessite l'introdution de quelques dé�nitions.1. Il existe bien d'autres situations qui pourraient être onsidérées omme irrégulières. Mais, pour unproesseur donné, il est plus simple et plus e�ae de ne orriger que les situations irrégulières dûes àson suesseur. Par exemple, si Test(P�;P;P+) = (Q2;Q5;Q6), le proesseur P sait que quelque hosene va pas. Mais P� s'en rend ompte également. D'où plut�t que de permettre à P et P� de faire desorretions (et de laisser ainsi au démon un plus grand hoix pour allonger la phase de stabilisation),l'algorithme tranhe : seul P� peut faire les modi�ations qui s'imposent. Aussi, Probleme(P ) ne detetepas tous les problèmes, mais seulement eux qui doivent être orrigés par P .
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Fig. 5.6 � Exemple de alul de ChaineRQ5.2.1 Dé�nitionDans une on�guration illégitime, ertains proesseurs ont leur prédiat Problemeà vrai. Ces proesseurs peuvent appliquer la règle R4. Ce faisant, ils initialisent leurvariable Test, se préparant ainsi à une future exéution du test.Dé�nition 5.2.1Soit C une on�guration. On dit qu'un proesseur est un initialisateur de test s'il ason prédiat Probleme à vrai. L'ensemble de tous les initialisateurs de test est notéProbleme(C).Informellement, un initialisateur de test P qui applique la règle R4 peut transformerson prédéesseur immédiat P� en initialisateur de test. Celui-i pensait qu'il était dansune situation orrete, mais par l'ation de P , il voit son prédiat Probleme devenirvrai. A son tour, il devient initialisateur de test et peut appliquer R4 ('est à dire semettre en attente). Ainsi, de prohe en prohe, la mise en attente des proesseurs sepropage. Chaine(P ) est le nombre de prédéesseurs d'un initialisateur de test qui sontsuseptibles de faire partie de la �vague d'initialisation� délenhée par l'ation de P .Dé�nition 5.2.2Soit C une on�guration et P un proesseur de C. ChaineRQ(P ) est le nombre deprédéesseurs de P n'étant ni des privilégiés, ni des initialisateurs de test et ayant leurvariable Test à R ou à Qi:ChRQ(P ) = 8>><>>: 0 si Test(P ) = A0 si P est priviligié0 si P est dans Probleme(C)1 + ChRQ(P�) sinonUn exemple est présenté �gure 5.6. Pour haque proesseur, la valeur de sa haineRQest donnée au-dessus, dans un adre. Dans la première on�guration (la plus à droite),P� est un initialisateur de test. Il met sa valeur à 0, P�� devient à son tour un initia-lisateur de test. Dans la première on�guration, ChRQ(P�) vaut 3 ar dans la suite del'exéution, 3 proesseurs vont tour à tour devenir des initialisateurs.
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P P P P PP PPFig. 5.7 � Exemple de on�guration légitime5.2.2 Con�gurations légitimesDé�nition 5.2.3 : Con�guration légitimeUne on�guration L est légitime si :1. Il existe un unique proesseur P ayant un privilège dans L.2. P a fait une demande d'autorisation de mouvement (Test(P ) = Qjk) ave j =Priv(P�)).3. Les k prédéesseurs de P ont répondu positivement à la demande de P (pour touti 2 [1::k℄, on a Test(P (i)�) = R).4. Tous les autres proesseurs P 0 sont au repos (Test(P 0) = A).Un exemple de on�guration légitime est donné �gure 5.7 (ave k = 3).5.2.3 Fontion potentiel du testLa preuve de la k-onvergene omme elle de la orretion utilisent toutes deuxune fontion F3 appelée fontion de �onvergene de test�. F3 a pour partiularitéd'être positive et déroissante sur toutes transitions n'impliquant pas de mouvementde privilège, 'est à dire sur toutes les transitions partiipant à l'exéution d'un Test.Elle permet de montrer que, au ours d'une exéution, toute séquene de transitionsn'impliquant pas de mouvement de privilège est �nie.Pratiquement, F3 est une fontion de C dans N assoiant un entier naturel à haqueon�guration C.D'un point de vue théorique, F3 peut être onsidéré omme un potentiel assoié auxtests. En e�et, onsidérons une portion d'exéution dans laquelle auune transition nefait bouger de privilège. Considérons également un test T , initié par un proesseur P ,en ours d'exéution. Il est possible de déterminer loalement le nombre de transitionsminimum avant qu'une réponse positive ne soit donnée à P . Par exemple, si Test(P 0) =Qi et Test(P 0�) = A, avant qu'une réponse ne parvienne à P , il faut qu'une demanded'autorisation soit transmise à P 0�, à P 0��, ..., à P 0i� puis que la réponse revienne versP . Cela fait un total de i+ k transitions. Tout ela a pu être determiné uniquement enonsidérant l'état des deux proesseurs P 0 et P 0�. i+ k peut don être onsidéré omme



5.2. PREUVE 89le potentiel du ouple (P�;P ) : au ours de l'exéution à suivre, les valeurs atuelles desvariables de (P�;P ) seront la ause de k + i transitions.Conrètement, F4 est une fontion qui à haque ouple (P�;P ) assoie un potentiel.Etant donnée une on�guration C, F3 est alors la somme des potentiels F4(P�;P ) pourtous les ouples de proesseurs de C.Notations : De manière générale, i et i0 désignent deux entiers variant de 1 à k telque i0 6= i + 1.Pour un proesseur privilégié P , j est la valeur du privilège de P alors que j 0 estune valeur quelonque di�érente de j. A partir de là, ~Q désigne la valeur Qjk lorsque leprédiat Probleme(P ) est faux. A l'inverse, Q0 désigne soit la valeur Qi ave i 6= k, soitQj0k , soit Qjk lorsque Probleme(P ) est vrai.Pour un proesseur quelonque (y ompris un proesseur privilégié), ?QR désigne soitla variable R, soit Qi, soit Q0 (pour un privilégié).Dé�nition 5.2.4Soit (P�;P ) un ouple proesseur. La fontion F4 est appelée potentiel du ouple (P�;P ).Elle dépend de la présene éventuelle d'un privilège en P , en P� et de l'état des variablesde P� et P :Si ni P�, ni P n'ont de privilège(Test(P�;P)) 7�! F(P�;P)(A;Qi) 7�! k + 2(i)� 1(R;Qi) 7�! k � (i)(A;A) 7�! 0(?;A) 7�! ChRQ(P�)(Qi;Qi0) 7�! 3k + ChRQ(P )Autres 7�! 0
Si P a un privilège(Test(P�;P)) 7�! F(P�;P)(A;Qjk) 7�! 3k � 1(Qk�1;Qjk) 7�! 0(R;Qjk) 7�! 0(A;Q1) 7�! 3k + 3(?;A) 7�! 3k + ChRQ(P�)Autres 7�! 3k + ChRQ(P )Si P� a un privilège(Test(P�;P)) 7�! F(P�;P)(R;Qi) 7�! k � (i)Autres 7�! 0

Si P� et P ont un privilège(Test(P�;P)) 7�! F(P�;P)( ~Q;A) 7�! 0( ~Q;G) 7�! 1(A; ~Q) 7�! 1(A;A) 7�! 2(R;A) 7�! 2Autres 7�! 2F3 est la somme des potentiels de tous les ouples (P�;P ) pour une on�gurationdonnée : F3(C) =P(P�;P )2C F4(P�;P )Note : Certaines valeurs sont dé�nies plusieurs fois. Par exemple, F4 du ouple (A;A),lorsque ni P�, ni P ne sont privilégiés, est dé�nie omme F4(A;A) = 0 ou ommeF4(?;A) = ChRQ(P�). Dans e as, la valeur à utiliser est la première valeur renontrée



90 CHAPITRE 5. PROCEDURE TESTdans le tableau (en le parourant de haut en bas). (?;A) doit être onsidéré omme �tousles ouples dont le deuxième élément est A sauf eux déjà dé�nis préédemment�.La �gure 5.8 donne deux exemples d'évaluation partielle des fontions F3 et F4 auours de l'exéution d'un test. Pour haque ouple de proesseurs, la valeur de F4 estdonnée en enadré au dessus du ouple. F3 est la somme de tous les F4. Le premierexemple onerne une exéution légitime, le seond une exéution quelonque. Dansles deux as, F3 déroît sur haque transition ar auune d'entre elles n'implique detransmission de privilège. Cette aratéristique est en fait la prinipale propriété de F3,propriété que nous allons maintenant démontrer.Remarque préliminaire 5.2.5La présentation de l'algorithme donnée �gure 5.5 utilise de nombreux prédiats. Cetteériture failite la leture et la ompréhention des règles, mais nous éloigne de la réalitéde l'algorithme. Aussi, pour simpli�er les preuves à suivre, il nous à semblé intéressant deredonner les règles de l'algorithme en les présentant sous leur forme brute, sans utiliserde prédiat (à part Privilege). Elles sont présentées �gure 5.9.Les règles sont données pour un proesseur P . Nous rappelons que le triplet (x;y;z)désigne (Test(P�);Test(P);T est(P+)), ave la valeur de P en gras au entre.Lemme 5.2.6F3 est stritement déroissante sur toute transition onernant l'exéution du test.Preuve : Soit T = C R�! C 0 une transition ave R 6= R1. Soit �F3(T ) =F3(C 0)� F3(C). Montrons que �F3(T ) est stritement négative.F3 est alulé en sommant les F4. F4 est fontion de l'éventuelle présene d'unprivilège en P , en P� et de la règle R. Entre C et C 0, lorsque P hange de valeur,F4 peut don être modi�é de la manière suivante :1. Sur le ouple (P�;P ) : la valeur de P ayant hangé, la dé�nition de F4(P�;P )hange aussi.2. Sur le ouple (P;P+) : même hose.3. Si Test(P ), aniennement à A, prend la valeur R ou Qi : il est possible qu'ilexiste P 0, un des suesseurs de P , tel que l'évaluation de ChRQ(P 0) entredans le alul de F4(P 0�;P ). Dans e as, F4(P 0�;P 0) hange de valeur entreC et C 0 et la modi�ation de ChRQ(P 0) doit être prise en onsidération dansle alul de F3. On note �Ch la di�érene (ChRQ)C0(P 0)� (ChRQ)C(P 0).Au �nal, on a :�F3(T ) = F4C0(P�;P )� F4C(P�;P ) + F4C0(P;P+)� F4C(P;P+) + �ChPour exemple, nous traitons ii le as partiulier où la règle R2 est exéutéealors que ni P ni P+ n'ont le privilège.Dans e adre, la règle R2 peut s'érireR2 : :Privilege(P ) ^ (A;A;Qi+1) =) Test(P ) � Qi
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92 CHAPITRE 5. PROCEDURE TESTR1 : Privilege(P ) ^ (R;Qjk;?) �! 8<: Test(P ) � APriv(P ) � Priv(P�) + 1 si P est le distingué.Priv(P ) � Priv(P�) sinonR2.a : Privilege(P ) ^ (A;A;?) �! Test(P ) � QjkR4.a : Privilege(P ) ^ (?;?QR;?) �! Test(P ) � AR2.b : :Privilege(P ) ^ (A;A;Qi+1) �! Test(P ) � QiR3.a : :Privilege(P ) ^ (A;A;Q1) �! Test(P ) � RR3.b : :Privilege(P ) ^ (R;Qi;Qi+1) �! Test(P ) � RR4.d : :Privilege(P ) ^ (?;?QR;A) �! Test(P ) � AR4.f : :Privilege(P ) ^ (?;Qi;Qi0) �! Test(P ) � AFig. 5.9 � Ré-ériture des règlesDans C, on a (Test(P�);Test(P);T est(P+)) = (A;A;Qi+1). D'où, d'après ladé�nition 5.2.4, F4(P�;P ) a pour valeur 0 et F4(P;P+) a pour valeur k+2(i+1)�1.Après exéution de R2, on a (Test(P�);Test(P);T est(P+)) = (A;Qi;Qi+1).D'ou F4(P�;P ) a pour valeur k + 2i� 1 et F4(P;P+) a pour valeur 0.Parallèlement à ela, Test(P ) est passé de A a Qi. Il est don possible queette transition ait augmenté la valeur de la haîne d'un proesseur P 0 de 1. D'où�Ch = +1Au �nal, on a�F3(T ) = F4C0(P�;P ) � F4C(P�;P ) + F4C0(P;P+) � F4C(P;P+) + �Ch= (k � 2i+ 1) � (0) + (0) � (k � 2i� 1) + 1= �1et �F3 est stritement négatif.On proède de la même manière pour toutes les règles possibles et en fontionde la présene éventuelle du privilège en P�, P ou P+. Les tableaux présentés�gure 5.10 donnent un résumé omplet des variations de F3.Dans tous les as, �F3 est stritement négatif.5.2.4 CorretionSurvol de la preuve : Pour prouver la orretion, nous montrons que le nombrede privilèges n'augmente jamais au ours d'une exéution et qu'il en existe toujours aumoins un. Nous établissons ensuite qu'il n'existe pas de on�guration terminale. Toutela nous permet de dé�nir les on�gurations orretes.Au �nal, nous montrons que l'ensemble des on�gurations légitimes est inlus dansl'ensemble des on�gurations orretes. Cela établit la orretion.Nombre de privilègesLemme 5.2.7Dans toute on�guration, il existe au moins un proesseur privilégié.La preuve de e lemme est basée sur le même prinipe que elle du lemme 3.5.2, algo-
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Le premier tableau réapitule les variations de F4 si ni P�, ni P ni P+ n'ont de privilège :Règle F4C1 (P�;P) F4C1 (P;P+) F4C2 (P�;P) F4C2 (P;P+) �Ch �F3R2.b : (A;A;Qi+1) �! (A;Qi;Qi+1) 0 k + 2(i+ 1)� 1 k + 2(i) � 1 0 +1 -1R3.a : (A;A;Q1) �! (A;R;Q1) 0 k + 2(1) � 1 0 k � (1) +1 -1R3.b : (R;Qi;Qi+1) �! (R;R;Qi+1) k � (i) 0 0 k � (i+ 1) 0 -1R4.d : (?;?QR ;A) �! (?;A;A) ? ChRQ(P ) ChRQ(P�) 0 0 -1R4.f : (?;Qi;Qi0) �! (?;A;Qi0) ? 3k +ChRQ(P ) ChRQ(P�) k + 2(i0) � 1 0 -2Le deuxième tableau réapitule les variations de F4 lorsque P+ a un privilège (et que P� et Pn'en ont pas). A noter, pour e tableau omme pour les tableaux 3, 4, 6, 7 et 8,�Ch n'intervientpas. En e�et,�Ch onerne un proesseur P 0 suesseur de P+. Or P+ étant privilégié, la valeurde P n'intervient pas dans le alul de ChRQ(P 0) (voir la dé�nition de ChRQ, dé�nition 5.2.2,page 87). Ce résultat s'étend au as ou P est lui-même privilégié.Règle F4C1 (P�;P) F4C1 (P;P+) F4C2 (P�;P) F4C2 (P;P+) �F3R2.b : (A;A;Qjk) �! (A;Qk�1;Qjk) 0 3k � 1 k + 2(k � 1)� 1 0 -2R3.a : (A;A;Q1) �! (A;R;Q1) 0 3k + 3 0 3k + ChRQ(P+) -1R3.b : (R;Qk�1;Qk) �! (R;R;Qk) k � (k � 1) 0 0 0 -1R3.b : (R;Qi;Qi+1) �! (R;R;Qi) k � (i) 3k +ChRQ(P+) 0 3k + ChRQ(P+) -k+iR4.d : (?;?QR ;A) �! (?;A;A) ? 3k + ChRQ(P ) ChRQ(P�) 3k -1R4.f : (?;Qi;Qi0) �! (?;A;Qi0) ? 3k +ChRQ(P+) ChRQ(P�) 3k + ChRQ(P+) -1Le troisième tableau réapitule les variations de F4 si seul P a un privilège.Règle F4C1 (P�;P) F4C1 (P;P+) F4C2 (P�;P) F4C2 (P;P+) �F3R2.a (A;A;?) ! (A;Qjk;?) 3k 0 3k � 1 0 -1R4.a (A;Q1;?) ! (A;A;?) 3k + 3 0 3k 0 -3R4.a (?;?Q0R ;?) ! (?;A;?) 3k +ChRQ(P ) ? 3k + ChRQ(P�) 0 -2Le quatrième tableau réapitule les variations de F4 si P et P+ ont un privilège.Règle F4C1 (P�;P) F4C1 (P;P+) F4C2 (P�;P) F4C2 (P;P+) �F3R2.a (A;A;A)! (A; ~Q;A) 3k 2 3k � 1 0 -3R2.a (A;A;?Q0R ) ! (A; ~Q;?Q0R ) 3k 3 3k � 1 3 -1R2.a (A;A; ~Q) ! (A; ~Q; ~Q) 3k 1 3k � 1 1 -1R4.a (A;Q1;?) ! (A;A;?) 3k + 3 2 3k 3 -2R4.a (?;?Q0R ;A) ! (?;A;A) 3k + ChRQ(P ) 2 3k +ChRQ(P�) 2 -1R4.a (?;?Q0R ;?Q0R ) ! (?;A;?Q0R ) 3k + ChRQ(P ) 3 3k +ChRQ(P�) 3 -1R4.a (?;?Q0R ; ~Q) ! (?;A; ~Q) 3k + ChRQ(P ) 3 3k +ChRQ(P�) 1 -3Fig. 5.10 � Déroissane de F3
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Les tableaux 5, 6, 7 et 8 sont à rapproher respetivement des tableaux 1, 2, 3 et 4. En e�et,entre les premiers et les seonds, seule hange la présene d'un privilège en P�.Le inquième tableau réapitule les variations de F4 si seul P� a un privilège.Règle F4C1 (P�;P) F4C1 (P;P+) F4C2 (P�;P) F4C2 (P;P+) �Ch �F3R2.b : (A;A;Qi+1) �! (A;Qi;Qi+1) 0 k + 2(i+ 1)� 1 0 0 +1 -k-2iR3.a : (A;A;Q1) �! (A;R;Q1) 0 k + 2(1) � 1 0 k � (1) +1 -1R3.b : (R;Qi;Qi+1) �! (R;R;Qi+1) k � (i) 0 0 k � (i+ 1) 0 -1R4.d : (?;?QR ;A) �! (?;A;A) ? ChRQ(P ) 0 0 0 -1R4.f : (?;Qi;Qi0) �! (?;A;Qi0) ? 3k +ChRQ(P ) 0 k + 2(i0) � 1 0 -2Le sixième tableau réapitule les variations de F4 si P� et P+ ont un privilège.Règle F4C1 (P�;P) F4C1 (P;P+) F4C2 (P�;P) F4C2 (P;P+) �F3R2.b : (A;A;Qjk) �! (A;Qk�1;Qjk) 0 3k � 1 k + 2(k � 1)� 1 0 -2R3.a : (A;A;Q1) �! (A;R;Q1) 0 3k + 3 0 3k + ChRQ(P+) -1R3.b : (R;Qk�1;Qk) �! (R;R;Qk) k � (k � 1) 0 0 0 -1R3.b : (R;Qi;Qi+1) �! (R;R;Qi) k � (i) 3k +ChRQ(P+) 0 3k + ChRQ(P+) -k+iR4.d : (?;?QR ;A) �! (?;A;A) ? 3k + ChRQ(P ) ChRQ(P�) 3k -1R4.f : (?;Qi;Qi0) �! (?;A;Qi0) ? 3k +ChRQ(P+) ChRQ(P�) 3k + ChRQ(P+) -1Le septième tableau réapitule les variations de F4 si P� et P ont un privilège.Règle F4C1 (P�;P) F4C1 (P;P+) F4C2 (P�;P) F4C2 (P;P+) �F3R2.a (A;A;?) ! (A;Qjk;?) 2 0 1 0 -1R4.a (?;?Q0R ;?) ! (?;A;?) 3 ? 2 0 -1Le huitième et dernier tableau (ouf) réapitule les variations de F4 si P�, P et P+ ont tous unprivilège. Règle F4C1 (P�;P) F4C1 (P;P+) F4C2 (P�;P) F4C2 (P;P+) �F3R2.a (A;A;A)! (A; ~Q;A) 2 2 1 0 -3R2.a (A;A;?Q0R ) ! (A; ~Q;?Q0R ) 2 3 1 3 -1R2.a (A;A; ~Q) ! (A; ~Q; ~Q) 2 1 1 1 -1R4.a (?;?Q0R ;A) ! (?;A;A) 3 2 2 2 -1R4.a (?;?Q0R ;?Q0R ) ! (?;A;?Q0R ) 3 3 2 3 -1R4.a (?;?Q0R ; ~Q) ! (?;A; ~Q) 3 3 2 1 -3Fig 5.10 (suite) - Déroissane de F3



5.2. PREUVE 95rithme de Dijkstra.Preuve : Dans une on�guration donnée, l'existene de privilèges dépend desvaleurs de la variable Priv.1. Si la variable Priv du proesseur distingué est la même que elle de sonprédéesseur, le distingué a un privilège.2. Sinon, il existe au moins un proesseur dont la variable Priv n'a pas la mêmevaleur que elle de son prédéesseur. Ce proesseur possède un privilège.Lemme 5.2.8Au ours d'une exéution, le nombre de privilèges n'augmente pas.Cette preuve est basée sur le même prinipe que elle du lemme 3.5.4, algorithme deDijkstra.Preuve : Dans une on�guration donnée, l'existene de privilèges dépend desvaleurs de la variable Priv. Or seule la règle R1 modi�e la valeur de Priv et seulun proesseur possédant un privilège peut appliquer R1. Ce faisant, il perd sonprivilège. Même si P+ en aquiert un, le nombre global de privilèges n'augmentepas.Con�guration terminaleLemme 5.2.9Soit k une onstante stritement inférieure a pn � 1. Alors dans toute on�gurationn'ayant pas plus de k proesseurs orrompus, il existe un proesseur privilégié n'ayantpas de privilèges parmi ses k prédéesseurs.Preuve : Etant donné une on�guration C dont i proesseurs sont orrompus,onsidérons N , l'ensemble des proesseurs n'ayant pas de privilégiés parmi leur kprédéesseurs. Montrons par réurrene sur i que N a pour ardinal n�k�i(k+1).1. Si i = 0 : C est une on�guration légitime. Il n'y a don qu'un seul pri-vilège dans C et seuls ses k suesseurs ne sont pas dans N . On a donCardinal(N (C)) = n� k2. Supposons la propriété vraie pour une on�guration dont i � 1 proesseurssont orrompus.3. Montrons la propriété pour i : C est une on�guration obtenue en orrom-pant k proesseur fPjg d'une on�guration légitime L. Considérons C 0, laon�guration obtenue à partir de C en donnant à P1 la valeur qu'il a dansL. Il y a don k � 1 proesseurs orrompus dans C 0 et Cardinal(N (C 0)) =n � k � (i � 1)(k + 1). Dans C, de par la orruption de P1, P1 et P+1 sontprivilégiés et don P 2+1 , P 3+1 , ..., P (k+1)+1 ne peuvent pas être dans N (C), soitun total de k + 1 proesseurs qui sont peut-être dans N (C 0) mais pas dansN (C). On a donCardinal(N (C)) � Cardinal(N (C 0))� k � 1� n� k � i(k + 1)



96 CHAPITRE 5. PROCEDURE TESTDon, pour une on�gurationC dont k proesseurs sont orrompus, on aCardinal(N (C)) �n� k � k(k + 1). Or, on veut que N soit non vide, 'est à dire :n� k � k(k + 1) > 0n+ 1� (k2 + 2k + 1) > 0(pn+ 1)2 � (k + 1)2 > 0Comme les deux termes de l'équation sont positifs, on obtient :k < pn + 1� 11D'où, si k est stritement inferieur à pn� 1, N (C) est non vide et il existe dansC un proesseur n'ayant pas de privilège parmi ses k prédéesseurs.Lemme 5.2.10Il n'existe pas de on�guration terminale.Preuve : (par l'absurde). Soit C une on�guration et P un proesseur privi-légié n'ayant pas de privilégié parmi ses k prédéésseurs. Supposons que C soitterminale.1. Si Autorisation(P ) est vrai, P peut appliquer R1.2. Si Question(P ) est vrai, P peut appliquer R2.3. Si Probleme(P ) est vrai, P peut appliquer R4.Don, omme C est terminale, TestEnCour(P ) est vrai et Test(P ) = Qjk. Soit P i�le premier prédéesseur de P ne véri�ant pas (Test(P i�;P (i�1)�)) = (Qi;Qi+1).1. Si Test(P i�) = R, alors P (i�1)� peut appliquer la règle R3.2. Si Test(P i�) = A et Test(P (i+1)�) = A, alors soit P i� peut appliquer la règleR2.3. Si Test(P i�) = A et Test(P (i+1)�) 6= A, alors P (i+1)�) a son prédiat Problemea vrai et il peut appliquer R4.4. Si Test(P i�) = Qi0 , alors P i� peut appliquer la règle R4.Dans tous les as, un proesseur peut agir et l'hypothèse selon laquelle C estterminale était don fausse.Con�gurations orretesLemme 5.2.11 : Con�guration orreteL'ensemble des on�gurations orretes est l'ensemble des on�gurations dans lesquellesun unique proesseur P est privilègié.Preuve : Une on�guration ontenant plus d'un privilège ne véri�e pas la spé-i�ation de l'exlusion mutuelle. Les on�gurations sans privilège n'existant pas(lemme 5.2.7) seules les on�gurations dans lesquelles un unique privilège est pré-sent peuvent être orretes. Soit L une on�guration n'ayant qu'un seul proesseurprivilégié. Montrons que toute exéution E dont L est on�guration initiale véri�ela spéi�ation de l'exlusion mutuelle.



5.2. PREUVE 97Le nombre de privilèges n'augmentant jamais lors d'une exéution (lemme 5.2.8),toute on�guration de E ne omporte qu'un seul privilège.D'autre part, la fontion F3 est positive stritement déroissante sur toutetransition n'impliquant pas de mouvement de privilège (lemme 5.2.6). Toute exé-ution étant in�nie (il n'existe pas de on�guration terminale, (lemme 5.2.10), Eontient forément une in�nité de transmission de privilèges. La irulation du pri-vilège se faisant toujours dans le même sens, (lemme 5.2.12), tous les proesseurs lereçoivent in�niment souvent et la spéi�ation de l'exlusion mutuelle est véri�ée.Remarque 5.2.12Comme pour l'algorithme de Dijkstra, lorsqu'un proesseur P applique la règle R1, ilperd son privilège. Si P+ n'a pas de privilège, il en aquiert un et la transmission deprivilèges se fait toujours d'un proesseur vers son suesseur.Lemme 5.2.13L'algorithme présenté �gure 5.5, page 85 véri�e la propriété de orretion.Preuve : Dans une on�guration légitime, un seul proesseur est privilégié(de�nition 5.2.3) don toute on�guration légitime est orrete. Cela établit laonvergene.5.2.5 Anti-orruptionDé�nition 5.2.14Soit C une on�guration illégitime obtenue à partir de la on�guration légitime L. SoitP0 le proesseur possédant un privilège dans L. On distingue dans C trois types deprivilèges :1. P a un privilège faux si Priv(P�) est orrompu.2. P a un privilège orreteur si Priv(P�) n'est pas orrompu.3. Le vrai privilège est :(a) Le privilège détenu par P0 si P�0 n'est pas orrompu.(b) Le plus prohe privilège orreteur préédent P0 sur l'anneau si P�0 est or-rompu.Un exemple illustrant la nature des privilèges est donné �gure 5.10. Dans la on�gu-ration légitime L, un seul proesseur a un privilège. Dans la on�guration C1 obtenueen orrompant deux proesseurs de L, trois proesseurs sont privilégiés. Celui qui avaitun privilège dans L a le vrai privilége, elui dont le prédéesseur est orrompu a un fauxprivilège et elui dont le prédéesseur est non orrompu a un privilège orreteur. Dansla on�guration C2, le proesseur dont le prédéesseur est orrompu a un faux privilègeet elui dont le prédéesseur est non orrompu a un privilège orreteur. C'est égalementle vrai privilège, puisque le privilègié dans L est orrompu dans C2.
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Fig. 5.10 � Nature des privilègesLemme 5.2.15Soit C une on�guration. Soit P un proesseur non orrompu possédant un privilège. Pne peut transmettre son privilège que s'il s'agit d'un privilège vrai ou d'un orreteur.La preuve de e lemme est basée sur le prinipe suivant : si dans une on�gurationdonnée, la variable d'un proesseur a une ertaine valeur, 'est soit que le proesseur enquestion a appliqué une règle le permettant, soit que la valeur de la variable a la mêmevaleur depuis le début de l'exéution. Dans le premier as, il est possible de faire desdédutions sur l'histoire de l'exéution. Par exemple, s'il est ertain qu'un proesseur aeu à un moment donné sa variable Test sur A et qu'il a atuellement sa variable Testsur R, il a néessairement appliqué auparavant la règle R3, et enore auparavant larègle R2. De prohe en prohe, on peut ainsi déduire une bonne partie des transitionspermettant de onduire à une on�guration.Preuve : Soit C une on�guration et P un proesseur privilégié. P peut trans-mettre un privilège, 'est à dire qu'il peut appliquer la règle R1. On a donTest(P�;P ) = (R;Qjk) ave j = Priv(P�).1. Si Test(P ) n'a pas hangé de valeur depuis le début de l'exéution : la valeurdu privilège de P est orrete. En e�et, j a la même valeur que dans laon�guration initiale C0. P n'étant pas orrompu, j a la même valeur quedans la on�guration légitime L dont est issu C0. C'est don que P� n'a pasune valeur orrompue et P est un privilège vrai ou orreteur.2. Si Test(P ) a hangé de valeur : dans C, on a Test(P�;P ) = (R;Qjk). Don Pa appliqué R2 : (A;A;?) =) (A;Qjk;?) (ar 'est la seule règle permettant àTest(P ) de prendre la valeur Qjk).On sait aussi que P� a appliqué R3 : (R;Qk�1;Qjk) =) (R;Qk�1;Qjk) (ar R3est la seule règle permettant a Test(P�) de prendre la valeur R) et qu'aupa-ravant, P� avait appliqué R2 : (A;A;Qjk) =) (A;Qk�1;Qjk) (ar 'est la seulerègle qui peut donner à Test(P�) la valeur Qk�1, valeur qu'il doit avoir avantd'appliquer R3).



5.2. PREUVE 99De la même manière, pour que P� puisse appliquer R2, il faut que Test(P��)vaille A et pour que P� puisse appliquer R3, il faut que Test(P��) vaille R.Don P�� a suessivement appliqué les règles R2 puis R3.De prohe en prohe, les k � 1 prédéesseurs de P ont appliqué R2 puis R3.P (k�1)� a appliqué R2 : (A;A;Q2) =) (A;Q1;2), puis R3 : (R;Q1;Q2) =)(R;R;Q2). Par ontre, pour passer de la valeur A à R, P k� n'a pu qu'appliquerR3.En résumé, si P a l'autorisation de transmettre son privilège, 'est que sesk prédéesseurs ont eu à appliquer R3. Or R3 n'est appliable que par unproesseur n'ayant pas de privilège. Don P est assuré que ses k prédéesseursn'ont pas de privilège. Le privilège de P n'est don pas un faux privilège.Dans un as omme dans l'autre, le privilège de P est un vrai privilège, ou unprivilège orreteur.Dé�nition 5.2.16Æ(A;B), la distane de Dira, est dé�nie omme valant 0 si A et B sont identiques, 1sinon. Æ(A;B) = � 0 si A = B1 sinonLemme 5.2.17Soit T = (C1; (P;R1)�! ;C2) une transition. Si le privilège de P est un vrai privilège, alorsT n'est pas une transition orruptrie.Preuve : Soit C 01 une on�guration orrete réalisant la distane entre C1 etl'ensemble des on�gurations orretes CC. P a un privilège vrai, P� n'est donpas un proesseur orrompu et Priv(P�) a la même valeur dans C1 que dans C 01.Soit C 02 la on�guration obtenue à partir de C 01 en donnant Priv(P ) la valeurque Priv(P�) a dans C 01. C 02 est une on�guration orrete. En e�et, si dans C 01,P n'a pas de privilège, alors C 02 = C 01. Si P a un unique privilège, lui donner lavaleur de son prédésseur ne fait que transmettre le privilège à P+.Evaluons maintenant la distane entre C 02 et C2. Pour tous les proesseurs P 0di�érents de P , on aPrivC1(P 0) = PrivC01(P 0) =) PrivC2(P 0) = PrivC02(P 0)PrivC1(P 0) 6= PrivC01(P 0) =) PrivC2(P 0) 6= PrivC02(P 0)Pour P , on aPrivC2(P ) = PrivC1(P�) ar dans C2, P a transmis son privilège= PrivC01(P�) ar P� n'est pas orrompu= PrivC02(P ) par onstrution de C 02On a don Æ(PrivC2(P );P rivC02(P )) = 0.Au �nal, la distane de hamming entre deux on�gurations étant le nombre deproesseurs n'ayant pas les mêmes valeurs dans les deux on�gurations, on a :



100 CHAPITRE 5. PROCEDURE TESTDist(C1;C 01) = Æ(PrivC1(P );P rivC01(P )) + PP 0 6=PfÆ(PrivC1(P 0);P rivC01(P 0))g= Æ(PrivC1(P );P rivC01(P )) + PP 0 6=PfÆ(PrivC2(P 0);P rivC02(P 0))g� Æ(PrivC2(P );P rivC02(P )) + PP 0 6=PfÆ(PrivC2(P 0);P rivC02(P 0))gD'ou Dist(C1;C 01) � Dist(C2;C 02) et T n'est pas une transition orruptrie.Lemme 5.2.18Soit T = (C1; (P;R1)�! ;C2) une transition. Si le privilège de P est un privilège orreteur,alors T est une transition orretrie.Preuve : Soit C 01 une on�guration orrete réalisant la distane entre C1 etCC. P a un privilège orreteur, P� n'est don pas un proesseur orrompu. Parontre, P est orrompu. Priv(P�) a la même valeur dans C1 que dans C 01.Soit C 02 la on�guration obtenue à partir de C 01 en donnant Priv(P ) la valeurque Priv(P�) a dans C 01. C 02 est une on�guration orrete (mêmes arguments quela preuve préédente).Evaluons maintenant la distane entre C 02 et C2. Pour tous les proesseurs P 0di�erents de P , on aÆ(PrivC1(P 0);P rivC01(P 0)) = Æ(PrivC2(P 0);P rivC02(P 0))Pour P , on a PrivC2(P ) = PrivC02(P ) et Æ(PrivC2(P );P rivC02(P )) = 0. D'unautre �té, P etant orrompu dans C1, on a PrivC1(P ) 6= PrivC01(P ).Au �nal, la distane de hamming entre deux on�gurations étant le nombre deproesseurs n'ayant pas les mêmes valeurs dans les deux on�gurations, on a :Dist(C1;C 01) = Æ(PrivC1(P );P rivC01(P )) + PP 0 6=PfÆ(PrivC1(P 0);P rivC01(P 0))g= 1 + PP 0 6=PfÆ(PrivC2(P 0);P rivC02(P 0))g> 0 + PP 0 6=PfÆ(PrivC2(P 0);P rivC02(P 0))g> Dist(C2;C 02)D'ou Dist(C1;C 01) > Dist(C2;C 02) et T est une transition orretrie.Lemme 5.2.19Soit E une exéution de l'algorithme présenté �gure 5.5, page 85. Alors E ne ontientauune transition orruptrie.Preuve : Soit T = (C1; (P;R)�! ;C2) une transition de E . Si R n'est pas R1, lavariable de sortie Priv n'est pas modi�ée et la transition T n'est pas orruptrie.Si R = R1, P dispose soit d'un privilège vrai, soit d'un privilège orreteur(lemme 5.2.15).1. Si P dispose d'un privilège vrai : la transition T n'est pas orruptrie (lemme 5.2.17)2. Si P dispose d'un privilège vrai : la transition T est orretrie (lemme 5.2.18)Dans tous les as, T n'est pas une transition orruptrie.



5.2. PREUVE 1015.2.6 K-onvergeneDé�nition 5.2.20Soit C une on�guration. Soit P le vrai privilège de C et P 0 le plus prohe prédéesseurde P possédant un privilège. F5 est la distane entre C et l'ensemble des on�gurationsorretes plus la distane (sur l'anneau) entre P et P 0 (distane ave le respet del'orientation). F5(C) = Dist(C;CC) +Dist(P;P 0)Lemme 5.2.21Sur toute transition impliquant un mouvement de privilège, F5 déroît. Sur les autrestransitions, F5 est inhangée.Preuve : Soit T = (C1; (P;R)�! ;C2) une transition.1. SiR = R1 : P a soit un vrai privilège, soit un privilège orreteur (lemme 5.2.15) :(a) Si P a un vrai privilège, la distane entre P et P 0 déroît et Dist(C;CC)n'augmente pas (lemme 5.2.17)(b) Si P a un privilège orreteur, Dist(C;CC) deroit (lemme 5.2.18).F5 déroît don sur toutes les transitions impliquant des mouvements deprivilège.2. Si R 6= R1 : entre C1 et C2, auun privilége n'a hangé de plae, auunedes variables Priv(P ) n'a été modi�ée. La distane entre P et P 0 ne hangedon pas, pas plus que la distane entre C1 et l'ensemble des on�gurationsorretes. D'ou F5 ne hange pas de valeur sur les transitions n'impliquantde mouvement de privilège.Lemme 5.2.22Soit T = (C1; (P;R1)�! ;C2) une transition. Alors �F3(T ) est borné par 6k + 3.Preuve : Quand R1 est appliqué, F4 peut hanger de valeur sur les ouples(P�;P ) et (P;P+) (Test(P ) prenant la valeur A, l'appliation de R1 par P nepeut pas augmenter la taille de la haîne ChRQ d'un des suesseurs de P+).A partir de la dé�nition de F4 (dé�nition 5.2.4), on observe que F4(P;P+) estmajoré par 3k + 3 (ar ChRQ(P ) = 0 et que ChRQ(P+) � 1). D'un autre �té,F4(P�;P ) est majoré par ChP�.Dans une on�guration légitime, au plus k proesseurs (eux qui sont impli-qués dans un Test) peuvent avoir leur variable Test à R ou Qi. Don, pour Pquelonque, on a ChP � k.Dans une on�guration obtenue à partir d'une on�guration légitime en or-rompant k proesseurs, au plus 2k proesseurs (eux qui s'étaient impliqués dansun Test dans la on�guration L plus eux qui sont orrompus) peuvent avoir leurvariable Test à R ou Qi. Don, pour P quelonque, on a ChP � 2k



102 CHAPITRE 5. PROCEDURE TESTAu ours d'une exéution, seule une haîne dont le dernier élement est Qi peutvoir sa taille augmenter. Ce faisant, le dernier élément de la haine devient Qi�1(ou R si i = 1). La taille de la haîne augmente don au plus de i. Dans le pire desas, un proesseur peut don avoir une haîne de taille 3k.Au �nal, F4(P�;P ) est majoré par 3k et �F3(T ) � 6k + 3.Lemme 5.2.23Soit F6 la fontion dé�nie par F6(C) = F5(C)� (6k + 4) + F3(C). Alors F6 est unefontion positive et stritement déroissante sur toute transition.Preuve : Soit T = (C1; R�! ;C2) une transition. Evaluons �F6(T )1. Si R = R1, alors �F5(T ) = �1 (lemme 5.2.21) et �F3(T ) = 6k + 3(lemme 5.2.22). D'où �F6(T ) = �12. Si R = R1, alors�F5(T ) = 0 (lemme 5.2.21) et�F3(T ) = �1 (lemme 5.2.6).D'où �F6(T ) = �1Au �nal, F6 est stritement déroissante.Lemme 5.2.24L'algorithme présenté �gure 5.5, page 85 véri�e la propriété de onvergene.Preuve : F6 est une fontion de onvergene (lemme 5.2.23. De plus, il n'existepas de on�guration terminale (lemme 5.2.10). Ces deux propriétés su�sent àassurer la onvergene (lemme 2.3.4, page 47).Complexité La fontion de onvergene nous donne une borne supérieure sur le tempsde onvergene.Lemme 5.2.25Le temps de onvergene de l'algorithme présenté �gure 5.5, page 85 est de O(kn).Preuve : Soit C0 la on�guration initiale d'une exéution. Le nombre de or-rompus présents dans C0 ne peut exéder k (d'où Dist(C0;CC) � k) et la distaneentre P et P 0, son plus prohe prédéesseur possédant un privilège, est inférieureà n. F5(C0) est don bornée par n+ k.D'autre part, F3(C0) est borné par 3k (lemme 5.2.22).Au �nal, on a F6(C0) � (n+k)(6k+3)+3k et l'algorithme onverge en O(kn)transitions.5.2.7 BilanTous les éléments néessaires à la preuve du théorème 3.2.1 sont maintenant réunis.



5.2. PREUVE 103Théorème 5.2.1Soit k une onstante stritement inférieure à pn� 1. L'algorithme d'exlusion mutuelleprésenté �gure 5.5, page 85 est k-stabilisant et anti-orruption. De plus, si n est la taillede l'anneau, il onverge en O(kn) transitions (omplexité au pire) et néessite O(log(k))bits par proesseur.Preuve : L'ensemble de on�gurations légitimes L (dé�nie au 5.2.3) véri�e laorretion (lemme 5.2.13). La k-onvergene vers une on�guration orrete estassurée (lemme 5.2.24) tout omme l'anti-orruption (lemme 5.2.19). De plus, laphase de stabilisation de l'ordre de kn étapes (lemme 5.2.25). Chaque proesseurutilisant deux variables, l'un de taille k et l'autre de taille 2k, l'espae mémoire né-éssaire est de l'ordre de log(k). D'où le système est k-stabilisant et anti-orruptionpour l'exlusion mutuelle, son temps de onvergene est O(kn) et sa omplexitéen espae est O(log(k)).
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Chapitre 6k-stabilisation rapide, anti-orruptionet auto-stabilisanteL'algorithme que nous avons de dérire et de (longuement) prouver dans le hapitrepréédent -nous l'appellerons dorénavant algorithme de base- est k-stabilisant, pour k�xé stritement inférieur à pn� 1. En revanhe, il n'est pas auto-stabilisant. En e�et,si le nombre de fautes est plus grand que k, il peut ne plus onverger.Dans e hapitre, nous présentons un nouvel algorithme, amélioration de l'algorithmede base, qui tout en onservant les propriétés d'anti-orruption et de k-stabilisationrapide, assure en outre la onvergene en as de orruption totale et est don auto-stabilisant.6.1 Grand nombre de fautes pour l'algorithme de baseIl existe prinipalement deux types de problèmes qui peuvent empêher la onver-gene de l'algorithme de base en as de orruption d'un grand nombre de proesseurs.La première est elle dans laquelle la moitié des proesseurs sont orrompus et ont lamême valeur (exemple (a), �gure 6.1). Deux proesseurs privilégiés vont alors reevoirdes autorisations de mouvement et le démon va pouvoir les faire avaner suessive-ment sans qu'ils se rattrapent. Nous retrouvons là le prinipal problème de l'exlusionmutuelle, elui des privilèges surnuméraires.A ela vient s'ajouter une autre di�ulté, elle de la on�guration terminale. Ene�et, dans l'algorithme de base, la proédure de test qui délivre les autorisations demouvement est une proédure bloquante : elle ne délivre que des réponses positives. Enas de réponse négative, le proesseur qui a initié le test ne reçoit rien. Quand un petitnombre de fautes se produit, on a l'assurane qu'un moins un des proesseurs n'est pasbloqué. Mais ette ertitude disparaît en as de large orruption. Dans le as ou haqueproesseur privilégié a un orrompu parmi ses k prédéesseurs, tous attendent la réponsed'un test qui ne sera jamais délivrée. Sur l'exemple (b) de la �gure 6.1, neuf proesseursprivilégiés ont lané une proédure de test, et les neuf tests sont bloqués.Pour résoudre es problèmes, nous présentons un nouvel algorithme. Il peut êtreonsidéré omme une amélioration de l'algorithme de base. Seules modi�ations, le pro-



106CHAPITRE 6. K-STABILISATION RAPIDE, ANTI-CORRUPTION ET AUTO-STABILISANTE
(a) Non convergence (b) BlocageFig. 6.1 � L'algorithme de base n'est pas auto-stabilisantesseur distingué retrouve le r�le de �ltre à privilèges qu'il avait dans l'algorithme deDijkstra (pour ontr�ler les privilèges surnuméraires) et une proédure de détetion desbloages est ajoutée.Ce nouvel algorithme est onçu pour avoir en as de faible orruption un omporte-ment très prohe de l'algorithme de base. Dans tout e qui va suivre, il onvient donde distinguer deux as.1. Le nombre de orruptions est inférieur ou égal à k : l'algorithme de base assurel'anti-orruption et la k-onvergene. Le nouvel algorithme alque son omporte-ment sur l'algorithme de base. Il utilise pratiquement les même variables et lesmêmes règles. Une proédure additionnelle de détetion des bloages est exéutée,mais n'a auune in�uene (ar elle ne détete auun bloage).2. Le nombre de orruptions est stritement supérieur à k : l'algorithme de base n'as-sure plus l'exlusion mutuelle. En partiulier, il ne résout pas les problèmes de pri-vilèges surnuméraires et de bloage. Le nouvel algorithme dispose de méanismesqui entrent alors en ations et apportent des solutions.Il est à noter que dans e as, les notions de proesseurs orrompus, de faibleorruption ou enore de vrais et faux privilèges ne sont plus signi�atives. Parexemple, parler de vrai et faux privilèges dans la on�guration présentée �gure 6.1.(a)est sans intérêt puisque les uns omme les autres peuvent reevoir des autorisationsde mouvement.Bloages : Pour l'algorithme de base, un bloage (ou on�guration terminale) sur-vient lorsqu'un trop grand nombre de proesseurs sont privilégiés. Les demandes d'au-torisations de mouvement sont lanées, mais auune n'aboutit.Plus préisément, lorsqu'il y a bloage, haque proesseur P est dans une des situa-tions suivantes :1. S1 : P est un proesseur privilégié et a fait une demande d'autorisation de mou-vement. Il attend une réponse.2. S2 : P n'est pas privilégié et a transmis une demande d'autorisation de mouve-ment. Il attend également une réponse.3. S3 : P n'est pas privilégié et est en attente, P+ lui a transmis une demanded'autorisation de mouvement mais P� est privilégié et à e titre, il a engagé sa



6.1. GRAND NOMBRE DE FAUTES POUR L'ALGORITHME DE BASE 107
----
- ---- --- -- -------

+ +
+

3
Q

3
Q

Q
4

Q
4

3

8Q

A
8Q
5

2
QA

P P P P PP PPPFig. 6.2 � Situation de bloage loauxpropre proédure de test et n'est don pas prêt à transmettre une question. Pattend don que son prédéesseur soit prêt à transmettre une question.Dans tous les as, es proesseurs ne peuvent pas appliquer de règle et tous attendentqu'un autre proesseur agisse. Nous dirons d'un proesseur qui est dans un des trois asS1, S2, S3 qu'il est loalement bloqué. Quand tous les proesseurs sont loalementbloqués, il y a bloage global, la on�guration est terminale.La �gure 6.2 illustre les di�érents types de bloages loaux possibles pour un pro-esseur. P et P 5� sont dans le as S1, P++, P�, P 2�, P 3� et P 6� sont dans le as S2,P+ et P 4� sont dans le as S3.En première approhe, nous allons résoudre le problème des bloages grâe à unorale. Quand il y a bloage, les proesseurs n'en ont pas onnaissane, mais tous sontimpliqués dans une proédure de test, et tous sont loalement bloqués. Le proesseurdistingué D ne fait pas exeption. Supposons un instant qu'il ait à sa disposition unorale lui permettant de savoir s'il y a e�etivement bloage général. Il peut alors adopterle omportement suivant :1. S'il n'y a pas bloage général : D ne hange rien à son omportement, il suit lesrègles dé�nies par l'algorithme de base.2. S'il y a bloage général : D ourt-iruite la proédure de test dans laquelle il estimpliqué et, au lieu de transmettre une demande d'autorisation de mouvement àson prédéesseur, donne une autorisation de mouvement à son suesseur.Ainsi, là où l'algorithme de base aurait été bloqué, le nouvel algorithme assure auplus prohe suesseur de D possédant un privilège de reevoir une autorisation demouvement en as de bloage de tous les autres proesseurs.Tehniquement, l'implémentation de l'orale utilise le fait que les situations de blo-age sont loalement détetables. Un proesseur bloqué est néessairement dans une destrois situations S1, S2 ou S3 énumérées i-dessus. Pour haque proesseur, on peutdon dé�nir le prédiat BloageLoal qui est à vrai quand P est loalement bloqué, àfaux dans le as ontraire. Ce prédiat est ensuite utilisé par la proédure TEST pourdéteter un éventuel bloage global. Plus préisément, si les n prédéesseurs du proes-seur distingué D sont loalement bloqués, 'est que tous les proesseurs sont bloqués et



108CHAPITRE 6. K-STABILISATION RAPIDE, ANTI-CORRUPTION ET AUTO-STABILISANTEqu'il y a bloage global.Au �nal, si après avoir exéuté la proédure TEST (D;n;BloageLoal), le distinguéapprend qu'il y a bloage, il prend la déision de donner une autorisation de mouvementau proesseur privilégié qui la lui demande.Cette proédure assure don qu'en as de bloage loal généralisé, il existe un privi-légié qui reçoit une autorisation de mouvement.Privilèges surnuméraires : Le prinipe fondamental de l'algorithme de base est dene pas laisser avaner les faux privilèges. En as d'un grand nombre de fautes, le test nedétete plus la nature 1 du privilège qui l'a initié et tous les privilèges peuvent avaner.Si le démon fait alternativement avaner deux privilèges diamétralement opposés surl'anneau, l'algorithme ne onverge plus.Pour éviter ela, nous utilisons la même idée que elle de l'algorithme de Dijkstra :le proesseur distingué D sert de �ltre à privilèges.Dans l'algorithme de Dijkstra, D n'a un privilège que si son prédéesseur D� aexatement la même valeur que lui-même (e genre de privilège sera appelé privilègelégitime). Du point de vue de l'algorithme de base, ette approhe n'est pas satisfaisantear un privilège orreteur doit être autorisé à franhir D pour pouvoir rattraper un fauxprivilège, et ela quelle que soit sa valeur. De même, si un faux privilège est légitime,le distingué ne doit pas le laisser passer, pour permettre à un privilège orreteur de lerattraper.Le nouvel algorithme mélange les deux tehniques : quand D peut déteter la natured'un privilège, il le laisse passer s'il est orreteur et le bloque s'il est faux. Quand D nepeut pas déteter la nature d'un privilège, il ne laisse passer que les privilèges légitimes.Conrètement, un distingué ayant un privilège J dispose d'un ertain nombre d'élé-ments lui permettant d'évaluer la situation et de prendre ensuite la déision qui s'impose :transmettre ou ne pas transmettre, telle est la question.1. J ne reçoit pas d'autorisation de mouvement : D identi�e alors lairement sonprivilège omme un faux privilège et ne le transmet pas.2. J a une autorisation de mouvement et D+ est dans une situation bloquée : seulsles proesseurs engagés dans une proédure de test peuvent être bloqués. CommeD+ est bloqué, D sait qu'il existe un proesseur ayant engagé une proédure detest parmi ses k suesseurs. J est don un privilège orreteur et D le transmet.3. J a une autorisation de mouvement, D+ n'est pas bloqué et J n'est pas un privilègelégitime : ela ne peut pas se produire en as de faible orruption. En e�et, si Jn'est pas un privilège légitime, 'est que D ou D� est orrompu et don que D esta une distane d'au plus k d'un privilège. Or, e n'est pas le as, sinon D+ seraitbloqué, ou J n'aurait pas reçu d'autorisation de mouvement. D sait don qu'il estdans une on�guration fortement orrompue. Dans e as, il se doit de �ltrer lesprivilèges (omme dans l'algorithme de Dijstra). Il ne laisse don pas passer unprivilège non légitime.4. J a une autorisation de mouvement, D+ n'est pas bloqué et J est un privilègelégitime : omme nous venons de le voir, J est loin de tout privilège. Si l'anneau1. Plus préisément, TEST n'est plus infaillible et peut prendre un faux privilège pour un vrai.



6.2. HYPOTHÈSES & RÉSULTATS 109est faiblement orrompu, 'est que J est le vrai privilège et D doit le transmettre.Si l'anneau est fortement orrompu, D doit agir omme le proesseur distingué del'algorithme de Dijstra. Il transmet don J ar J est un privilège légitime.Au �nal, D doit don ne transmettre que les privilèges ayant une autorisation demouvement. De plus, il doit véri�er que D+ est bloqué ou que le privilège est un privi-lège légitime. Les di�érentes situations que le proesseur distingué peut renontrer sontreprésentées �gure 6.3Ces véri�ations permettent l'élimination des privilèges surnuméraires.6.2 Hypothèses & résultatsNous nous plaçons toujours dans le adre du modèle à état sur un anneau semi-uniforme bidiretionnel orienté régi par un démon entralisé.Sous ses hypothèses, nous présentons un algorithme d'exlusion mutuelle auto-stabilisant.De plus, k étant une onstante �xée stritement inférieure à pn � 1, si le nombre defautes est inférieur à k, il est anti-orruption et onverge en O(kn) transitions.Théorème 6.2.1Soit k une onstante stritement inférieure à pn� 1. L'algorithme d'exlusion mutuelleprésenté �gure 6.4 est auto-stabilisant. Sa mise en ÷uvre néessite O(log(n)) bits parproesseur. De plus, si le nombre initial de fautes est inférieur à k, il est anti-orruptionet onverge en O(kn) transitions.6.3 AlgorithmeL'algorithme est présenté en deux parties. La �gure 6.4.(a) donne l'algorithme debase modi�é omme nous venons de le voir pour éviter les bloages. La �gure 6.4.(b)présente la proédure de détetion des bloages.Note : La proédure TEST (P;i;P rediat), dé�nie dans la setion préédente, permeta un proesseur de véri�er que ses i prédéesseurs satisfont Prediat. Ces prinipalesaratéristiques sont :1. TEST assure à un proesseur non initialement orrompu une réponse orrete.2. Implémenter TEST néessite une variable de taille O(i).3. La terminaison de TEST est assurée en O(i) transitions.Il est à noter que la propriété détetée par le test, par exemple la non présene deprivilège, n'intervient pas dans le fontionnement de la proédure : seuls partiipent autest les proesseurs véri�ant le Prediat. Si le test aboutit, 'est que tous les proesseurstestés le satisfont. Sinon, le test est bloqué.Dans l'algorithme de base, TEST (P;k;NonPrivilege) est utilisé par un proesseurP pour déteter d'éventuels privilèges parmi ses k prédéesseurs. Dans ette nouvelleversion de l'algorithme, nous passons sous silene les détails du fontionnement de la
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Oui, oui,
j’ai testé !

Peu importe,
comme au bon vieux temps :

Les privilèges légitimes,
je transmets.

Oui, oui,
j’ai testé !

Oui, oui,
j’ai testé !

Probablement

(a) Pas d’autorisation de mouvement

(b) Autorisation de mouvement ET successeur bloqué

(d) Autorisation de mouvement, successeur non bloqué et privilège légitime

(c) Autorisation de mouvement, successeur non bloqué et privilège non légitime

Est-elle bonne ?
Votre valeur 5 m’interresse.

55 5 6

Ca... ... ça ...

... ou ça ?

Est-elle bonne ?
Votre valeur 5 m’interresse.

Mouais !
Pas de réponse.

Probablement

Est-elle bonne ?
Votre valeur 5 m’interresse.

5 1 Je peux transmetre
Cool !

Je suis
bloqué !

2

Probablement

1

Est-elle bonne ?
Votre valeur 5 m’interresse.

5

quand je bossais pour Dijkstra :
Les privilèges non légitimes,

je ne transmets pas !

comme au bon vieux temps,
Donc,

1 1 5

155 1

5 5

5

1 1

1 1

5

Fig. 6.3 � L'art d'être un bon proesseur distingué



6.3. ALGORITHME 111Prédiat : Dé�nition d'un PrivilègePrivilege(P ) , � Priv(P ) 6= Priv(P�) + 1 si P est le proesseur distingué.Priv(P ) 6= Priv(P�) si P est un proesseur quelonque.PrivLegitime(D) , Priv(D) = Priv(D�) (dé�ni uniquement pour le distingué)Prédiats pour un proesseur quelonqueBloageLoal(P ) , � Test(P ) = (Qjk) si P est privilégiéTest(P�;P ) 2 f(A;Qi);(Qi�1;Qi);(Qjk;A)g sinon (ave i � 2)Prédiats pour un privilégiéAutorisation(P ) , TEST (NonPrivilege;P;k) est vraiRègles gardées pour un proesseur non distinguéR1 Privilege(P ) et Autorisation(P ) ) Priv(P ) � Priv(P�)Règles gardées pour le proesseur distinguéR1 Privilege(P ), Autorisation(P ) et BloageLoal(P+) ) Priv(P ) � Priv(P�) + 1R2 Privilege(P ), Autorisation(P ) et PrivLegitime(P ) ) Priv(P ) � Priv(P�) + 1Fig. 6.4 � Exlusion mutuelle auto-stabilisante et k-stabilisantePrédiats pour le distinguéBloage(D) , TEST (Bloage;D;n)Ation pour le distinguéDebloage(P ) , � Test(D) � R Si D n'a pas de privilègePriv(D) � Priv(D�) + 1 Si D a un privilègeRègles gardéesRB Bloage(D) ) Debloage(P )Fig. 6.5 � Proedure de detetion des bloagesproédure. Au lieu de manipuler les variables Test(P�;P;P+) et les nombreuses règles quis'y réfèrent, nous utilisons diretement le prédiat TEST (P;k;NonPrivilege), prédiatqui est vrai quand auun des k prédéesseurs de P n'a de privilège. De la même manière,le prédiat TEST (P;n;BloageLoal) est vrai quand les n prédéesseurs de P ont tousleur variable BloageLoal à vrai.Cette failité d'ériture s'étend aux exéutions : seules les transitions onernantles règles R1, R2 et RB sont onsidérées. Ces transitions sont appelées mouvements deprivilèges. Néanmoins, il est important de ne pas perdre de vue la réalité des hoses quandau oût du test : l'implémentation de TEST (P;n;BloageLoal) néessite une variablede taille O(n) et la onvergene de la proédure (assurée par une fontion de potentieldu test, dé�nition 5.2.4, page 89) se fait en O(n) transitions. Ainsi, haque mouvementautorisé par un proesseur quelonque ahe un suroût de O(k) transitions (exéution deTEST (P;n;NonPrivilege)) et les autorisations de mouvement du distingué néessitentpotentiellement O(n) transitions (exéution de TEST (P;n;BloageLoal)).



112CHAPITRE 6. K-STABILISATION RAPIDE, ANTI-CORRUPTION ET AUTO-STABILISANTEVariables : Chaque proesseur dispose de trois variables. Comme dans l'algorithmede base, Priv(P ), à valeur dans [0::n℄, détermine l'éventuelle presene d'un privilégealors que Test(P ), à valeur dans fAg [ fRg [ fQigi2[1::k�1℄ [ fQikgi2[0::k℄, permet lefontionnement de TEST (P;k;NonPrivilege). La troisième variable est utilisée pourl'implémentation de TEST (D;k;BloageLoal). Elle est à valeur dans fAg [ fRg [fQigi2[1::n℄.Le nouveau Protoole : La nouvelle version du protoole de base est présenté sousforme de prédiats permettant de dé�nir des règles gardées.1. Privilege(P) est vrai quand P a un privilège. D a un privilège quand sa va-riable Priv(D) est di�érente de Priv(D�)+1 alors que les autres proesseurs sontprivilégiés quand leur variable Priv(P ) est di�érente de elle de leur prédéesseur.2. PrivLegitime(D) n'est dé�ni que pour le proesseur distingué. Ce prédiat estvrai quand J , le privilége de D, est un privilège légitime, 'est à dire quand lavaleur du privilège J est la même que elle de D.3. BloageLoal(P) est vrai quand P est impliqué dans une proédure de dete-tion des privilèges et qu'il est en attente (d'une réponse ou de la possibilité detransmettre une question).4. Autorisation(P) est vrai quand P a fait appel à la proédure TEST (P;k;NonPrivilege)et que elle-i n'a pas déteté de privilège parmi les k prédéesseurs de P . Elle luidélivre alors une autorisation de transmission.La régle de transmission de privilège est di�érente pour un proesseur quelonque etpour le distingué :1. Pour un proesseur non distingué, R1 : ette règle est la même que la règle R1 del'algorithme de base : un proesseur qui a un privilège et l'autorisation de trans-mettre transmet.2. Pour le proesseur distingué, R1 : ette règle autorise le proesseur distingué àtransmettre son privilège quand son suesseur est impliqué dans une proédurede test.3. Pour le proesseur distingué, R2 : ette règle autorise le proesseur distingué àtransmettre les privilèges légitimes.Proédure de débloage : Grâe à l'utilisation de la proédure TEST , la desrip-tion de la proédure de débloage est assez simple :1. Bloage(D) est vrai quand le proesseur distingué, après avoir délenhé un testpour déteter un bloage total, reçoit une réponse positive à sa requête.2. L'ation Debloage(D) onsiste pour le proesseur distingué à transmettre sonprivilège s'il en a un, a donner une autorisation de transmission à son suesseursinon.3. La règle RB onsiste pour le proesseur distingué à autoriser une transmission deprivilège (le sien ou elui d'un de ses suesseurs) en as de detetion d'un bloageglobal.



6.4. PREUVE 1136.4 Preuve6.4.1 Con�gurations légitimesDé�nition 6.4.1L'ensemble des on�gurations légitimes est l'ensemble des on�gurations dans lesquellesun seul proesseur est privilégié.
6.4.2 CorretionLa preuve de la orretion est exatement la même que elle de l'algorithme debase : le nombre de privilège n'augmente jamais, il existe toujours au moins un privilègesur l'anneau, il n'existe pas de on�guration terminale n'ayant qu'un seul privilège. Au�nal, l'ensemble des on�gurations légitimes est inlus dans l'ensemble des on�gurationsorretes.6.4.3 Complexité de la k-onvergeneL'étude de la omplexité de la k-onvergene utilise, omme pour l'algorithme debase, une fontion de potentiel de test. Unique modi�ation, les autorisations de trans-missions délivrées parD néessitent l'exéution de la proédure de détetion des bloagesloaux. Mais omme seulement k proesseurs sont orrompus, ette proédure s'exéuteen O(k) transitions, 'est à dire dans un temps identique à elui de l'exéution de laproédure détetant les priviliéges. Cela ne hange don pas la omplexité globale.6.4.4 ConvergeneDé�nition 6.4.2Un privilège est en panne si un de ses k prédéesseurs possède également un privilège.Un privilège non en panne est libre.Dé�nition 6.4.3On appelle on�guration bloquée une on�guration dans laquelle tous les privilèges sonten panne.



114CHAPITRE 6. K-STABILISATION RAPIDE, ANTI-CORRUPTION ET AUTO-STABILISANTELemme 6.4.4Si dans une on�guration tous les proesseurs sont loalement bloqués, alors la on�gu-ration est bloquée.Réiproquement, si une exéution E a pour on�guration initiale une on�guration blo-quée, alors il existe dans E une on�guration dans laquelle tous les proesseurs sontloalement bloqués.Preuve : Soit C une on�guration et P un privilégié. P est loalement bloqué,d'ou Test(P ) = Qjk. Les k predeesseurs de P sont tous loalement bloqués. SoitP i� le premier prédéesseur de P dont la variable Test n'est pas sur Q. P i� estnéessairement parmi les k�1 prédéesseurs de P , ar les indies des variables Testsont déroissants de k à 2. De plus, on a Test(P (i+1)�;Pi�;P (i�1)� = (Qjk;A;Q) arles trois proesseurs P (i+1)�,P i� et P (i�1)� sont tous loalement bloqués. Or, seulun proesseur privilégié peut être bloqué en ayant sa variable à Qjk. Au �nal, P ifaisant partie des k � 1 prédéesseurs de P , P (i+1)� est parmi les k prédéésseursde P .Réiproquement : Si un proesseur privilégié en panne initie un test, alorsle test n'aboutit pas et tous les proesseurs impliqués dans le test deviennentloalement bloqués.Soit P un proesseur et soit P 0 son plus prohe suesseur à être privilégié.P est parmi les k prédéesseurs de P 0 (sinon, P 0 serait un proesseur privilégién'ayant pas de privilège parmi ses k prédéesseurs, e qui est impossible ar Pest en panne). D'où P partiipe au test de P 0 et, après un ertain nombre detransitions, P sera loalement bloqué.Lemme 6.4.5Soit E une exéution dont la on�guration initiale est bloquée. Soit P le plus prohesuesseur de D (éventuellement D lui-même) possédant un privilège. Alors il existedans E une transition impliquant le mouvement du privilège de P .Preuve : Il existe dans E une on�guration dans laquelle tous les proesseurs sontloalement bloqués (lemme 6.4.4). Dans ette on�guration, TEST (D;n;Bloage)est vrai. D va don appliquer la règle RB suite à quoi D transmettra son privilèges'il en a un, donnera à P une autorisation de mouvement sinon.Lemme 6.4.6Soit E une exéution dont la on�guration initiale est bloquée. Alors E ontient uneon�guration dont un privilège est libre.Preuve : Il existe dans E une transition impliquant le mouvement du plusprohe privilège J suivantD (lemme 6.4.6). Après ette transition, si J est toujoursen panne, le même lemme assure qu'une autre transition permet à J un autremouvement. Après au plus k transitions de e genre, J est à distane k de D.Comme tous les autres privilèges sont en panne, auun n'a pu franhir D. J estdon libre.



6.4. PREUVE 115Lemme 6.4.7Soit T = C1 (P;R)�! C2 un mouvement de privilège. S'il existe un privililège libre dans C1,alors il existe également un privilège libre dans C2.Preuve : En fontion de l'éventuelle présene d'un privilège en P+, deux assont possibles :1. P+ a reçu le privilège J de P et a maintenant un privilège : dans e as,J était libre dans C1, il l'est également dans C2 puisqu'auun de ses k + 1prédéesseurs n'a de privilège.2. P a transmis son privilège à P+, mais elui-i avait déjà un privilège et lesdeux privilèges ont disparu en fusionnant : soit P 0 le plus prohe suesseurde P+ ayant un privilège. Ce privilège est libre puisque parmi des proes-seurs ompris entre lui et P et les k prédéesseurs de P , on ne trouve auunprivilégié.Dans tous les as, un privilège libre existe dans C2.Corollaire 6.4.8Soit E une exéution et C0 sa on�guration initiale. S'il existe un privilège libre dansC0, alors il existe un privilège libre dans haune des on�gurations de E .Lemme 6.4.9Soit une exéution dont la on�guration initiale n'est pas bloquée. Alors au ours del'exéution, un privilège en panne ne peut devenir libre qu'après la disparition de deuxprivilèges.Preuve : Un privilège J en panne ne peut pas reevoir d'autorisation de mouve-ment (pas même le plus prohe privilégié suivant D, la on�guration initiale n'estpas bloquée, TEST (D;n;BloageLoal) est faux en permanane), il ne peut donpas bouger. De plus, la irulation des privilèges ne se faisant que dans un sens, leprivilège J 0 présent parmi les k prédéesseurs de J ne peut que se rapproher deJ . Un privilège ne peut disparaitre que s'il fusionne ave un autre et que la fusionentraîne la disparition des deux privilèges. Si J devient libre, 'est don que deuxprivilèges ont fusionné et disparu.Lemme 6.4.10Soit E une exéution. Soit E 0 une portion de E omportant au moins 2n2 mouvementsde privilège. Alors il existe dans E 0 une on�guration ayant au moins un privilège enpanne.Preuve : Par l'absurde : supposons que dans toutes les on�gurations de E 0, tousles privilèges soient libres. Le proesseur distingué ne peut don jamais exéuter larègle R1 (ar R1 ne sert que quand le privilège suivant le distingué est en panne).Don, si D applique une règle de transmition de privilège, 'est la règle R2, 'està dire la règle laissant passer les privilèges légitimes. L'algorithme a don le mêmeomportement que elui de Dijstra.



116CHAPITRE 6. K-STABILISATION RAPIDE, ANTI-CORRUPTION ET AUTO-STABILISANTEComme l'exéution E 0 ne ontient auun privilège en panne, elle ne peut pasontenir de fusion, pas plus que de on�guration légitime. Soit J un privilège. Si Jfranhit D deux fois, l'exéution atteint une on�guration légitime (lemme 3.5.9,page 65). Don dans E 0, J peut au plus avaner 2n�1 fois. Il en est de même pourtous les privilèges de E 0. Or, une on�guration omportant moins de n privilèges, E 0peut don ontenir au plus n� (2n� 1) mouvements de privilèges. C'est ontraireà l'hypothèse de départ. E 0 ontient don au moins une on�guration dont unproesseur est en panne.Lemme 6.4.11Soit C une on�guration dans laquelle i privilèges sont présents. Si un des privilèges esten panne, après au plus in mouvement de privilèges, deux privilèges fusionnent.Preuve : Un privilège J en panne ne peut bouger. Don un autre proesseurqui avane ne peut faire plus de n mouvements (un tour omplet d'anneau) sansfusionner ave J . Or, si i privilèges totalisent in mouvements, 'est que l'un d'entreeux au moins en fait n ou plus. Ce privilège fusionne néessairement ave un autre.Lemme 6.4.12Soit E une exéution. En moins de 2n3 mouvements de privilèges, E atteint une on�-guration légitime.Preuve : Soit C0 la on�guration initiale de l'exéution et i le nombre initial deprivilèges.Après au plus 2n2 mouvements de privilèges, un privilège est en panne (lemme 6.4.10).Après i�n mouvement de privilèges, deux privilèges ont fusionné (lemme 6.4.11).L'exéution est alors dans la on�guration C1 dans laquelle au plus i�1 privilègessont présents.En itérant le proessus, on onstruit Ci�1, une on�guration dans laquelle i�(i� 1) privilèges sont présents, 'est à dire une on�guration légitime.Ci�1 est atteinte en moins deP1j=ifn2 + jng = in2 + nPij=1 j= in2 + n(i(i� 1)=2)< n3 + n3mouvements de privilèges.Lemme 6.4.13L'algorithme onverge en O(kn3) transitions.Preuve : Après n3 mouvements de privilège, l'algorithme a onvergé. Chaun deses mouvements a néessité l'exéution de la proédure de detetion des privilège(oût O(k) transition).D'autre part, parmi es n3 mouvements, au plus n2 ont onerné le privilègedistingué et don kn2 d'entre eux ont potentiellement délenhé l'exéution de laproédure de detetion des bloages (oût O(n) transition).



6.4. PREUVE 117Au �nal, la onvergene est assurée après O(k� n3 + n� kn2) transissions.6.4.5 BilanThéorème 6.4.1Soit k une onstante stritement inférieure à pn� 1. L'algorithme d'exlusion mutuelleprésenté �gure 6.4, page 111 est auto-stabilisant. Sa mise en ÷uvre néessite O(log(n))bits par proesseur. De plus, si le nombre initial de fautes est inférieur à k, il est anti-orruption et onverge en O(kn) transitions.Preuve : Quand le nombre de fautes est quelonque, la onvergene est assurée(lemme 6.4.13). Quand le nombre de fautes est inférieur à k, l'algorithme est iden-tique à l'algorithme de base, e qui assure sa orretion, sa onvergene rapide etson anti-orruption.
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Deuxième partieLe Cas SynhroneouCourse-poursuite sur un anneau
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Chapitre 7Exlusion mutuelle auto-stabilisantesynhroneCette partie présente des tehniques permettant d'améliorer les performanes desalgorithmes auto-stabilisants fontionnant ave un démon synhrone. Enore une fois,notre étude se base sur le problème de l'exlusion mutuelle.Par rapport aux algorithmes entralisés ou répartis, le as synhrone présente deuxavantages. En premier lieu, le démon est déterministe : à haque transition, tous lesproesseurs ativables agissent. Dans le modèle à états, les délais de ommuniation nesont pas pris en ompte. Il en résulte qu'une on�guration ne peut onduire qu'à uneunique on�guration. Généralisé aux exéutions, ette propriété assure le déterminismede l'exéution 1.Autre avantage, le synhronisme permet d'ajouter une importante dimension auxalgorithmes, elle du temps. En e�et, les proesseurs sont munis d'une horloge. Dès lors,des notions de vitesse absolue ou de temps de propagation d'information peuvent êtredé�nies. Notamment, ertains proesseurs peuvent volontairement agir moins fréquem-ment que d'autres pour laisser à des informations le temps de leur parvenir.C'est e genre de tehnique qu'utilise l'algorithme de e hapitre. Tout omme lorsdu hapitre 3 dans le as asynhrone, il présente les onepts de base qui seront ensuiteutilisés par les algorithmes synhrones plus omplexes des hapitres suivants.7.1 Idées généralesL'algorithme que nous présentons ii résout le problème de l'exlusion mutuelle surun anneau. Cette fois i, le démon onsidéré est synhrone. Dans le as synhrone,les problèmes à résoudre sont les mêmes que eux du as entralisé, à savoir assurerl'existene d'un privilège et la disparition des privilèges surnuméraires.Pour l'existene d'un privilège, la tehnique utilisée est la même que elle deDijkstra : de par la dé�nition même du privilège, il en existe un dans toutes les on�gu-rations.1. Nous ne onsidérons ii que les algorithmes dont les régles gardées sont déterministes.



122CHAPITRE 7. EXCLUSIONMUTUELLE AUTO-STABILISANTE SYNCHRONEPour l'élimination des privilèges surnuméraires, nous proposons une approhedi�érente de elle du préédent hapitre. Elle se base sur l' interprétation dynamiquede l'existene et de la disparition des privilèges (setion 2.4.3, page 52). Sous ertainesonditions, on peut assurer que 1) le nombre de privilèges présents sur un anneau esttoujours impair et que 2) lorsqu'un privilège arrive sur un proesseur possédant déjà unprivilège, les deux privilèges disparaissent.Résoudre le problème des privilèges surnuméraires revient alors à assurer que ertainsprivilèges en rattrapent d'autres. D'où l'idée de donner aux divers privilèges des vitessesde progression di�érentes. Cela est rendu possible par la aratéristique synhrone dudémon. En e�et, un démon synhrone se doit de faire agir tous les proesseurs simul-tanément. D'où, un privilège qui serait transmis à haque round et un privilège qui neserait transmis que tous les deux rounds auraient des vitesses di�érentes. C'est e genrede méanisme que met en jeu notre algorithme d'exlusion mutuelle synhrone.7.2 Hypothèses & résultatsLes hypothèses de et algorithme sont les mêmes que pour elui de Dijkstra : toujoursdans le modèle à état, le graphe onsidéré est un anneau semi uniforme unidi-retionnel orienté. Seule hange la spéi�ation du démon : nous onsidérons ii undémon synhrone (à haque round, tous les proesseurs exéutent leur règle).Sous es hypothèses, nous proposons un algorithme d'exlusion mutuelle auto-stabilisantayant un temps de stabilisation proportionnel à la taille de l'anneau et optimal en espaemémoire :Théorème 7.2.1L'algorithme présenté �gure 7.1 est auto-stabilisant pour le problème de l'exlusionmutuelle. De plus, si la taille de l'anneau est n, sa mise en appliation néessite 1 bitpar proesseur 2et son temps de stabilisation est de O(n).7.3 AlgorithmeL'algorithme est présenté �gure 7.1.Chaque proesseur P dispose d'une variable Priv(P ) déterminant la position duprivilège. Priv(P ) est à valeur dans [0::1℄. Les opérations d'inrémentations de Priv(P )se font modulo 2.Prédiats : on dit du proesseur distingué D qu'il a le privilège quand sa variablePriv(D) a la même valeur que elle de son prédéesseur. Un proesseur non-distingué P a2. nous onsidérons que haque proesseur est doté d'une horloge interne propre lui permettant dedi�érer de un round l'exéution d'une ation. Sans ette hypothèse, la mise en plae expliite d'une hor-loge se fait en otroyant à haque proesseur une variable �ompteur� à valeur dans [0::1℄. La omplexitéen espae est alors de 2 bits par proesseur.



7.3. ALGORITHME 123Prédiats :Privilege(P ) , � Priv(P�) = Priv(P ) si P est le proesseur distingué.Priv(P�) 6= Priv(P ) si P est un proesseur quelonque.PrivilegeRapide(P ) , Privilege(P ) et Priv(P ) = 0PrivilegeLent(P ) , Privilege(P ) et Priv(P ) = 1Ation :TransmetPrivilege(P ) , Priv(P ) � Priv(P ) + 1 (modulo2)Règles gardées :Tous les rounds : PrivilegeRapide(P ) =) TransmetPrivilege(P )Tous les 2 rounds : PrivilegeLent(P ) =) TransmetPrivilege(P )Fig. 7.1 � Exlusion mutuelle synhronele privilège quand sa variable Priv(P ) a une valeur di�érente de elle de son prédéesseurPriv(P�).Nature des privilèges : un privilège est rapide si le proesseur le possédant a savariable Priv à 0. Sinon, il est lent. Un privilège rapide est transmis de proesseur enproesseur tous les rounds. Un privilège lent est transmis seulement tous les deux rounds :lorsqu'il vient d'arriver sur un proesseur P , il est �lent fatigué�. Lors de la transitionsuivante, il devient �lent reposé�. Lors de la transition suivante, il est transmis. Il arrivealors sur P+ où il est à nouveau �lent fatigué�. Ainsi de suite.Ation : pour seule ation, un proesseur peut modi�er la valeur de sa variablePriv(P ).Règles : les règles sont simples : elles font avaner les privilèges rapides tous les rounds,et les privilèges lents tous les deux rounds.L'algorithme est auto-stabilisant. Son bon fontionnement est lié à un ertain nombrede propriétés (illustrées �gure 7.2).Propriétés 7.3.11. La variable Priv(P ) qui détermine l'existene de privilèges ne pouvant prendreque deux valeurs, le nombre de privilèges est toujours impair (voir �gure 7.2)2. Dans une on�guration donnée, si l'on parourt (visuellement) l'anneau dans unsens quelonque en partant de D, on ne renontre jamais suessivement deuxprivilèges de même nature (rapide ou lent) (voir �gure 7.2, on�gurations 2, 3 et4).3. Lorsqu'un privilège arrive en D, sa nature (rapide ou lent) hange.
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F4Fig. 7.2 � Exemple de on�gurations4. Lorsque deux privilèges fusionnent, ils disparaissent tous les deux. Par exemple,dans la transition C3 �! C4 de la �gure 7.2, le privilège F2 est transmis alorsque S3 reste immobile. Au �nal, dans la on�guration 4, les deux privilèges ontdisparu.

7.3.1 Exemples d'exéutionsLa �gure 7.3 présente deux exéutions possibles du système. La première est uneexéution légitime. Un seul proesseur est privilégié. Quand le privilège est rapide (F1),il est transmis tous les rounds. Quand il est lent (S1) il est transmis tous les deux rounds.La deuxième exéution a pour on�guration initiale une on�guration orrompue.Initialement inq privilèges sont présents. Mais à haque fois qu'un privilège rapidefusionne ave un lent, les deux privilèges disparaissent.7.4 PreuveNotations et onventions : les notations présentées ii sont illustrées �gure 7.3.Soit C une on�guration. Dans tout e qui suit, J représente un privilège (rapideou lent), F représente un privilège rapide 3 alors que S représente un privilège lent 4.Si plusieurs privilèges sont présents dans C, nous les numérotons en partant de D eten parourant l'anneau dans le sens indiret. Selon les as, ertains privilèges peuventêtre omis de l'énumération (par exemple, si nous parlons de deux privilèges F1 et S2, ilpeut exister des privilèges entre F1 et S2). Dans le adre d'une exéution, les privilègesnumérotés dans une on�guration onservent le même numéro tout au long de l'exéu-tion. Notamment, un privilège qui franhit D hange de nature mais ne hange pas denuméro (par exemple, si F3 franhit D, il devient S3).3. F pour �Fast�, la lettre R étant déjà utilisée pour désigner les règles de l'algorithme.4. S pour �Slow�, la lettre L étant déjà utilisée pour désigner les on�gurations légitimes.
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(b) Exécution non légitimeFig. 7.3 � Exemples d'exéution



126CHAPITRE 7. EXCLUSIONMUTUELLE AUTO-STABILISANTE SYNCHRONE7.4.1 Con�guration légitimeL'ensemble des on�gurations légitimes hoisi est l'ensemble des on�gurations danslesquelles un seul proesseur a le privilège.Dé�nition 7.4.1Une on�guration L est légitime si et seulement si il existe un unique proesseur dansC possédant un privilège.
7.4.2 CorretionLa preuve de la orretion est la même que elle de l'algorithme de Dijkstra.Lemme 7.4.2Dans toute on�guration, il existe au moins un proesseur privilégié.Preuve : Même preuve que elle du lemme 3.5.2 page 63.Lemme 7.4.3Au ours d'une exéution, le nombre de privilèges n'augmente jamais.Preuve : Même preuve que elle du lemme 3.5.4 page 63.Lemme 7.4.4Toute exéution dont la on�guration initiale est légitime véri�e la spéi�ation del'exlusion mutuelle.Preuve : Le nombre de privilèges ne pouvant être nul (lemme 7.4.2) et n'aug-mentant pas (lemme 7.4.3), il reste onstant et égal à 1 durant toute l'exéu-tion.7.4.3 ConvergeneSoit P un proesseur et J son privilège. Si J n'interfère ave auun autre privilège,alors après un ertain nombre de transitions, il franhit le proesseur distingué D. In-formellement, RejointD(J) est le nombre de rounds néessaires à J pour atteindre Ds'il n'est pas perturbé par un autre privilège dans sa marhe.De même, RejointDD(J) est le nombre de rounds néessaires à J pour atteindrele proesseur distingué D une première fois, puis faire un tour omplet de l'anneau etatteindre D une seonde fois.
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(a) Configuration C 0 (b) RejointD (c) RejointDDFig. 7.4 � RejointD et RejointDD
Dé�nition 7.4.5Soit C une on�guration et J un privilège de C. RejointD(J) est la distane séparantJ de D si J est rapide, 2 fois ette distane si J est lent.RejointD(J) = 8<: Dist(J;D) si J est un privilège rapide.2�Dist(J;D) si J est un privilège lent au repos.2�Dist(J;D)� 1 si J est un privilège lent atif.RejointDD(J) = � RejointD(J) + 2n si J est un privilège rapide.RejointD(J) + n si J est un privilège lent.Un exemple est présenté �gure 7.4. Dans l'exéution dont la on�guration initiale estC0, le privilège S3 ne parvient jamais à D, il est rejoint par F2 avant ela. Néanmoins,sa variable Rejoint(S3) vaut 16 ar, s'il ne fusionnait pas ave un autre proesseur, S3mettrait 16 rounds pour parvenir à D.
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2 C3 C4 C5Fig. 7.5 � Illustration des lemmes 7.4.6, 7.4.7 et 7.4.8Lemme 7.4.6Soit E une exéution et C une on�guration de E . Soit F1 un privilège rapide et S2 unprivilège lent de C. Si RejointD(F1) � RejointD(S2), alors S2 disparaîtra avant defranhir D.Preuve : Supposons qu'il n'y ait pas de privilèges entre F1 et S2 (dans le asontraire, tout e qui suit s'appliquerait à F 01 et S2, ave F 01 le privilège rapide situéentre F1 et S2 le plus prohe de S2). F1 est un privilège rapide. Il ne peut donpas disparaître en étant rattrapé avant d'avoir franhi D. D'autre part, le fait queRejointD(F1) soit plus petit que RejointD(S2) signi�e que F1 devrait arriver à Davant S2. Comme deux privilèges ne peuvent pas se doubler sur l'anneau, F1 estsûr de rattraper S2 avant que elui-i ne parvienne en D.Une illustration de e lemme est donné �gure 7.5. Dans la on�gurationC3,RejointD(F2)est plus petit que RejointD(S3). 4 rounds plus tard (haque �èhe représente 2 rounds),la fusion a lieu.Lemme 7.4.7Soit E une exéution. Soit S2 un privilège lent et F3 un privilège rapide. SiRejointDD(S2) � RejointDD(F3), alors F3 disparaîtra avant de franhir D deux fois.Preuve : Même idée de preuve que elle du lemme 7.4.6.Une illustration de e lemme est donné �gure 7.5. Dans la on�gurationC0,RejointDD(S2)est plus petit que RejointDD(F3). 10 rounds plus tard, la fusion a lieu.Lemme 7.4.8Soit E une exéution. Soit S2 et S3 deux privilèges lents. Si RejointDD(S3) �RejointD(S2), alors S2 disparaîtra avant de franhir D.Preuve : Même idée de preuve que elle du lemme 7.4.6.Une illustration de e lemme est donné �gure 7.5. Dans la on�gurationC1,RejointDD(S2)est plus petit que RejointD(S3). 8 rounds plus tard, la fusion a lieu.



7.4. PREUVE 129Lemme 7.4.9Soit E une exéution, C0 sa on�guration initiale et F1, S2 et F3 trois privilèges. Enmoins de 3n rounds, E aura atteint une on�guration dans laquelle au moins un destrois privilèges aura disparu.Preuve : (par l'absurde) Supposons qu'auun des trois privilèges ne disparaisse(en rattrapant ou en étant rattrapé) pendant les 3n rounds suivants C0. Celasigni�e que (lemme 7.4.6 et 7.4.7) :RejointD(F1) > RejointD(S2)RejointDD(S2) > RejointDD(F3)Or, en utilisant la dé�nition de RejointDD (7.4.5), ette deuxième équation peutaussi s'érire : RejointD(S2) + n > RejointD(F3) + 2nAu �nal, on obtientRejointD(F1) > RejointD(S2) > RejointD(F3) + ne qui est impossible ar un privilège rapide a toujours un RejointD plus petitque n (et que RejointD est une fontion positive).Lemme 7.4.10Soit E une exéution, C0 sa on�guration initiale et S1, F2 et S3 trois privilèges. Enmoins de 3n rounds, E aura atteint une on�guration dans laquelle au moins un destrois privilèges aura disparu.Preuve : (par l'absurde) Supposons qu'auun des trois privilèges ne disparaissependant les 3n rounds suivant C0. Cela signi�e (lemme 7.4.6, 7.4.7 et 7.4.8) queRejointDD(S1) > RejointDD(F2)RejointD(F2) > RejointD(S3)RejointDD(S3) > RejointD(S1)Or, en utilisant la dé�nition de RejointDD (7.4.5), les équations 1 et 3 peuventaussi s'érire RejointD(S1) + n > RejointD(F2) + 2nRejointD(S3) + n > RejointD(S1)Au �nal, on obtientRejointD(S1)+n > RejointD(F2)+2n > RejointD(S3)+2n > RejointD(S1)+ne qui est impossible ar les inégalités sont strites.
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2Fig. 7.6 � Con�gurations types à 3 privilèges
Des exemples illustrant les di�érents as traités dans les lemmes 7.4.9 et 7.4.10 sontprésentés �gure 7.6. Une on�guration à 3 privilèges véri�e nééssairement la onditiond'une des 5 on�gurations présentées.Remarque 7.4.11Les deux lemmes préédents assurent qu'au moins un des trois privilèges S1;F2;S3 ouF1;S2;F3 disparaît. Mais fort du prinipe que les privilèges disparaissent toujours pardeux, il disparaît obligatoirement ave un des autres privilèges présents sur l'anneau.Lemme 7.4.12L'algorithme 7.1 onverge.Preuve : Soit E une exéution, C0 sa on�guration initiale et 2i + 1 le nombreinitial de privilèges. On sait que la suite des privilèges présente une alternane deprivilèges lents et rapides (propriété 7.3.1). Moins de 3n rounds après C0, l'exéu-tion atteint une on�gurationC1 dans laquelle 2 privilèges ont disparu (lemme 7.4.9ou 7.4.10). En itérant le proessus, l'exéution atteint une on�guration Ci danslaquelle 2i privilèges ont disparu, et ela en moins de 3n� i rounds. Ci n'a qu'unseul privilège, 'est don une on�guration légitime.
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Fig. 7.7 � Exéutions C-équivalentes7.4.4 ComplexitéLemme 7.4.13Soit E une exéution et C0 sa on�guration initiale. Soit C une on�guration quelonquede E et J un privilège de C. Alors J existe dans C0.Preuve : Auune des règles de l'algorithme ne permet à un proesseur de réerun privilège. Un proesseur ayant un privilège ne peut don que l'avoir reçu de sonprédéesseur. En itérant, si J existe dans C, ela ne peut être que pare que desproesseurs se le transmettent depuis le début de l'exéution. Il existe don dansC0.Dé�nition 7.4.14Soit E une exéution ayant C pour on�guration initiale. Soit J1 et J2 deux privilègesde C. On dé�nit alors C 0, la on�guration obtenue à partir de C en supprimant lesprivilèges J1 et J2, de la manière suivante :1. Pour tout P dans [J1::J2[, on pose PrivC0(P ) = PrivC(P ) + 1 (modulo 2)2. Pour tout P dans [J2::J1[, on pose PrivC0(P ) = PrivC(P )On note C 0 = C=fJ1;J2g et on dit que C 0 est obtenue en privant C de fJ1;J2g.Par onvention, si J1 et J2 n'existent pas dans C, C=fJ1;J2g est quand même dé�ni etest égal à C.Par exemple, la on�guration C 00 de la �gure 7.7 est obtenue en supprimant F2 et S3 deC0.Au ours d'une exéution, quand deux privilèges F2 et S3 fusionnent, une on�gura-



132CHAPITRE 7. EXCLUSIONMUTUELLE AUTO-STABILISANTE SYNCHRONEtion C est atteinte. Cette on�guration C peut également être atteinte par une exéutiondans laquelle F2 et S3 n'existent pas. La �gure 7.7 illustre ette propriété des exéu-tions : à partir de la on�guration C0 , l'exéution E onduit à la on�guration C3 danslaquelle F2 et S3 viennent de fusionner. L'exéution E 0, dont la on�guration initiale C 00est obtenue en supprimant F2 et S3 de C0, onduit également vers C3.Le lemme suivant est une généralisation de et exemple.Lemme 7.4.15Soit E = fC0;C1;C2;:::g une exéution et J1, J2 les deux premiers privilèges de Eà fusionner. Soit C 00 la on�guration obtenue en privant C0 de fJ1;J2g. Alors, siE 0 = fC 00;C 01;C 02;:::g est l'exéution ayant C 00 pour on�guration initiale, pour touteon�guration C 0i de E 0, on a C 0i = Ci=fJ1;J2gPreuve : (par réurrene sur i)1. Si i = 0 : C 00 = C0=fJ1;J2g, par dé�nition.2. Supposons que le lemme soit vrai pour i � 1 (ave i � 1), 'est à dire :C 0i�1 = Ci�1=fJ1;J2g3. Montrons que C 0i = Ci=fJ1;J2g :C 0i est le but d'une transition ayant C 0i�1 pour origine. Soit C 00i la on�gurationobtenue en privant Ci de fJ1;J2g. Montrons que C 0i et C 00i sont identiques. Pourela, onsidérons un proesseur P . Étudions la valeur de Priv(P ).P peut avoir ou ne pas avoir de privilèges. De même, il peut être ou ne pasêtre dans l'intervalle [J1::J2[. On remarque que s'il est dans l'intervalle [J1::J2℄et qu'il est privilégié, on a P = J1 ou P = J2, ar il n'y a pas de privilège entreJ1 et J2 (ar ils sont les premiers à fusionner). En fontion de es paramètres,on a les égalités (ou inégalités) suivantes :(a) Si, dans Ci�1, P n'est pas dans l'intervalle [J1::J2[ et ne transmet pas deprivilège :Dans Ci�1, on a P =2 [J1::J2[ d'où : PrivCi�1(P )=PrivC0i�1(P )Dans Ci, on a également P =2 [J1::J2[ d'où : PrivCi(P )=PrivC00i (P )Dans Ci�1, P ne transmet pas de privilège : PrivCi�1(P )=PrivCi(P )P ne transmettant pas de privilège dans Ci�1, il n'en transmet pas nonplus dans C 0i�1. D'où : PrivC0i�1(P ) = PrivC0i(P )Au �nal, on aPrivC0i(P ) = PrivC0i�1(P ) = PrivCi�1(P ) = PrivCi(P ) = PrivC00i (P )D'où PrivC0i(P ) = PrivC00i (P ).(b) Si PCi�1 2 [J1::J2[ et P ne transmet pas de privilège, une étude similairemontre quePrivCi�1(P ) 6= PrivC0i�1(P ) ar dans Ci�1, P 2 [J1::J2[PrivCi(P ) 6= PrivC00i (P ) ar dans Ci, P 2 [J1::J2[PrivCi�1(P ) = PrivCi(P ) ar dans Ci�1, P n'est pas privilégiéPrivC0i�1(P ) = PrivC0i(P ) ar dans C 0i�1, P n'est pas privilégié



7.4. PREUVE 133Au �nal, on aPrivC0i(P ) = PrivC0i�1(P ) 6= PrivCi�1(P ) = PrivCi(P ) 6= PrivC00i (P )Comme Priv ne peu prendre que deux valeurs et que deux variablesbooléennes di�érentes d'une même troisième sont égales entre elle, on abien PrivC0i(P ) = PrivC00i (P ).() Si PCi�1 =2 [J1::J2℄ et P transmet un privilège, on obtient :PrivCi�1(P ) = PrivC0i�1(P ) ar dans Ci�1, P =2 [J1::J2℄PrivCi(P ) = PrivC00i (P ) ar dans Ci, P =2 [J1::J2[PrivCi�1(P ) 6= PrivCi(P ) ar dans Ci�1, P est privilégiéPrivC0i�1(P ) 6= PrivC0i(P ) ar dans C 0i�1, P est privilégiéAu �nal, on aPrivC0i(P ) 6= PrivC0i�1(P ) = PrivCi�1(P ) 6= PrivCi(P ) = PrivC00i (P )D'ou PrivC0i(P ) = PrivC00i (P ).(d) Si PCi�1 2 [J1::J2℄ et P transmet le privilège J1 :PrivCi�1(P ) 6= PrivC0i�1(P ) ar dans Ci�1, P 2 [J1::J2[PrivCi(P ) = PrivC00i (P ) ar dans Ci, P =2 [J1::J2[PrivCi�1(P ) 6= PrivCi(P ) ar dans Ci�1, P est privilégiéPrivC0i�1(P ) = PrivC0i(P ) ar dans C 0i�1, J1 n'existe pasAu �nal, on aPrivC0i(P ) = PrivC0i�1(P ) 6= PrivCi�1(P ) 6= PrivCi(P ) = PrivC00i (P )D'ou PrivC0i(P ) = PrivC00i (P ).(e) Si PCi�1 2 [J1::J2℄ et P transmet le privilège J2 :PrivCi�1(P ) = PrivC0i�1(P ) ar dans Ci�1, P =2 [J1::J2[PrivCi(P ) 6= PrivC00i (P ) ar dans Ci, P 2 [J1::J2[PrivCi�1(P ) 6= PrivCi(P ) ar dans Ci�1, P est privilégiéPrivC0i�1(P ) = PrivC0i(P ) ar dans C 0i�1, J2 n'existe pasAu �nal, on aPrivC0i(P ) = PrivC0i�1(P ) = PrivCi�1(P ) 6= PrivCi(P ) 6= PrivC00i (P )D'ou PrivC0i(P ) = PrivC00i (P ).Dans tous les as, P a la même valeur dans C 0i et dans C 00i . D'ou C 0i = C 00i eton a bien C 0i = Ci=fJ1;J2g.Au �nal, la propriété de réurrene est vraie au rang 0 et la supposer vraie au rangi� 1 permet de la montrer au rang i. Elle est don vrai pour tout i.Lemme 7.4.16Pour toute exéution ayant 2i+1 privilèges dans sa on�guration initiale (ave i � 2), ilexiste une exéution C-équivalente dont la on�guration initiale n'a que 2i�1 privilèges.Preuve : Soit E une exéution ayant au moins 5 privilèges dans sa on�gu-ration initiale C0. Soit J1 et J2 les deux premiers privilèges qui fusionnent lors



134CHAPITRE 7. EXCLUSIONMUTUELLE AUTO-STABILISANTE SYNCHRONEde l'exéution E . Montrons que l'exéution E 0 dont la on�guration initiale estC 00 = C0=fJ1;J2g est C-équivalente à E .Pour toute on�guration C 0i de E 0, on a C 0i = Ci=fJ1;J2g (lemme 7.4.15). Aprèsla disparition de J1 et J2 ela est toujours vrai. Cela est enore vrai pour la premièreon�guration légitime de E qui est également une on�guration légitime de E 0. Lesdeux exéutions sont don bien C-équivalentes.Lemme 7.4.17Pour toute exéution ayant initialement 3 privilèges ou plus, il existe une exéutionC-équivalente dont la on�guration initiale n'a que trois privilèges.Preuve : Soit E une exéution ayant initialement 2i + 1 privilèges ave i � 2(si i = 1, la propriété est immédiate). Il existe Ei une exéution C-équivalenteà E ayant initialement 2i � 1 privilèges (lemme 7.4.16). De même, il existe Ei�1une exéution C-équivalente à Ei ayant initialement 2i � 3 privilèges. De proheen prohe, on établit l'existane de E1 une exéution C-équivalente à E2 ayantinitialement 3 privilèges. La relation C-équivalente étant transitive (lemme 2.3.8),E est C-équivalente a E1Lemme 7.4.18L'algorithme 7.1 onverge en O(n) rounds.Preuve : Toute exéution E est C-équivalente à une exéution E 0 ayant initia-lement trois privilèges (lemme 7.4.17). Or, après au plus 3n rounds, un des troisprivilèges de E 0 disparaît (lemme 7.4.9 ou 7.4.10). Comme les privilèges dispa-raissent toujours par deux, deux des trois privilèges disparaissent et E 0 onvergeen moins de 3n rounds.E étant C-équivalente à E 0, elle onverge également en moins de 3n rounds.D'où la omplexité en temps de l'algorithme est O(n)7.4.5 BilanTous les éléments néessaires à la preuve du théorème 7.2.1 sont maintenant réunis.Théorème 7.4.1L'algorithme présenté �gure 7.1 est auto-stabilisant pour le problème de l'exlusion mu-tuelle. Si la taille de l'anneau est n, sa mise en appliation néessite 1 bit par proesseuret son temps de stabilisation est de O(n).Preuve : L'ensemble des on�gurations légitimes L (dé�ni au 7.4.1) véri�e laorretion (lemme 7.4.4) et la onvergene (lemme 7.4.12). De plus, sa phase destabilisation est de l'ordre de n rounds (lemme 7.4.18). D'où le système est auto-stabilisant pour l'exlusion mutuelle et son temps de onvergene est O(n) rounds.L'implémentation de l'algorithme néessite pour haque proesseur une uniquevariable booléenne. Sa omplexité en espae est don de 1 bit.
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Chapitre 8Exlusion mutuelle synhroneproportionnelleL'algorithme que nous avons présenter au hapitre préédent -nous l'appellerons�algorithme de base synhrone�- est auto-stabilisant mais son temps de onvergene enas de faible orruption peut être élevé. En partiulier, une simple faute peut se propagerà travers tout le réseau, entraînant la perturbation de nombreux proesseurs et un tempsde retour à la normale élevé. Dans ette setion, nous présentons un nouvel algorithmeassurant une stabilisation proportionnelle.8.1 Retour à l'algorithme de base synhroneProblème : Considérons l'algorithme de base synhrone. Après une orruption defaible envergure, un ertain nombre de privilèges sont présents sur l'anneau. Les pro-priétés présentées dans la setion préédente (propriétés 7.3.1, page 123) nous assurentqu'il a y alternane entre les privilèges rapides et les lents. D'autre part, nous avons vuau hapitre 3 qu'en as de orruption de f proesseurs, un privilège dû à une orruptiona toujours un autre privilège parmi ses f suesseurs ou ses f prédéesseurs.Dans le as synhrone, deux as peuvent se produire :1. C1 : Un privilège rapide a parmi ses f suesseurs un privilège lent : le privilègerapide avane tous les rounds, le lent tous les deux rounds. La distane entre lesdeux privilèges diminue don progressivement jusqu'à e que les deux proesseursfusionnent. La �poursuite� dure 2f rounds.2. C2 : Un privilège lent a parmi ses f suesseurs un privilège rapide : à haqueround, la distane entre les deux privilèges s'aroît, et une onvergene rapiden'est pas possible.La �gure 8.1 illustre les deux as possibles. Les on�gurations C1 et C 01, toutes deuxobtenues à partir d'une on�guration légitime en orrompant un unique proesseur,sont les on�gurations initiales des exéutions E et E 0. E onverge rapidement, ar F1rattrape S2 en deux rounds. Par ontre, dans E 0, F2 s'éloigne de plus en plus de S1 et laonvergene est proportionnelle à la taille de l'anneau.
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Fig. 8.1 � Une faute : deux as possibles
8.2 Solution utilisant la proédure TESTCette situation n'est pas sans rappeler elle renontrée dans le hapitre préédent.Les orruptions faisaient alors apparaître de faux privilèges et des privilèges orreteurs.En avançant, les uns éloignaient la on�guration d'une on�guration légitime, les autresl'en rapprohaient. La solution fut alors d'interdire tout mouvement aux faux privilèges,e qui nous permit d'obtenir un temps de onvergene de O(k2n) transitions. Dans le asprésent, l'utilisation du même genre de tehniques aboutit à un algorithme d'exlusionmutuelle auto-stabilisant et anti-orruption ave un temps de onvergene de l'ordre deO(k2) rounds.Le hapitre 3 présente un algorithme ayant un temps de onvergene de O(k2n)transitions sous un démon entral. La même tehnique appliquée au as synhrone per-met d'obtenir un algorithme onvergeant en O(k2) rounds. Cette di�érene de tempsde onvergene pourrait laisser penser que le deuxième algorithme est plus e�ae quele premier et à e titre onstitue une amélioration. Il n'en est rien. En e�et, dans unround, le démon synhrone fait agir n proesseurs alors que dans une transition, ledémon entral n'en fait agir qu'un. Les performanes des deux algorithmes sont donomparables.Mais au delà de la proédure TEST , la nature synhrone du présent démon nouspermet néanmoins d'améliorer es performanes, notamment grâe aux notions de pro-pagation d'information et de vitesses relatives.



8.3. TECHNIQUES D'AMÉLIORATION SYNCHRONES 1378.3 Tehniques d'amélioration synhronesBloage des faux privilèges rapides : Sur les deux as possibles de orruption(C1 et C2), seul le deuxième est problématique. Dans le as C1, l'algorithme onvergerapidement. Il n'y a don pas lieu de le modi�er. Dans le as C2, le privilège rapideavane alors qu'il serait plus intéressant qu'il reste sur plae en attendant de se fairerattraper.D'un point de vue pratique, le problème se résume don à permettre aux privilègesrapides de distinguer s'ils sont dans le as C1 ou C2. Or, une des di�érenes majeuresentre les deux as est que dans le premier, le privilège rapide est plus prohe de sonprivilège suesseur que de son privilège prédéesseur alors que dans le seond, 'estl'inverse qui se produit.Dès lors, une solution onsiste à mettre à disposition des privilèges rapides des in-formations onernant la distane les séparant de leur privilège prédéesseur et de leurprivilège suesseur. Forts de es informations, ils adoptent alors le omportement sui-vant :1. Si le privilège rapide est plus prohe de son privilège suesseur que de son pri-vilège prédéesseur, il avane rapidement pour rattraper au plus t�t son privilègesuesseur.2. Dans le as ontraire, il ne bouge pas ar il sait qu'il fusionnera plus vite enattendant d'être rattrapé.Appliqué au as C1, le nouveau omportement du privilégié est identique à l'anien :les informations dont il dispose lui indiquent qu'un privilège est présent à une ourtedistane devant lui. Il avane don pour le rattraper. Par ontre, dans le as C2, le privi-lège rapide est informé qu'un privilège lent est présent parmi ses prohes prédéesseurs.Il déide don de ne plus avaner et de se faire rattraper. Dans tous les as, le privilégiéhoisit la solution qui mènera le plus rapidement à la onvergene.Distane entre privilèges Reste à fournir aux privilèges rapides des informations surla distane les séparant de leurs privilèges voisins. Cette opération se fait grâe à deuxvariables dédiées, l'une à la distane au suesseur, l'autre à la distane au prédéesseur.A la base, un proesseur privilégié indique qu'il a un privilège en positionnant sesvariables distanes à zéro. Son suesseur positionne sa variable à 1, puis le suesseur dusuesseur positionne la sienne à 2, et ainsi de suite. De prohe en prohe, l'informationse propage, permettant ainsi à un proesseur de savoir à quelle distane il se trouve deson privilège prédéesseur.Naturellement, le même proédé est utilisé pour le privilège suesseur.La �gure 8.2.(a) illustre le prinipe.Vitesses relatives Comme nous l'avons déjà préisé, la propagation de l'informationse doit d'être plus rapide que le mouvement des privilèges. Aussi, l'algorithme onsidèretrois types de vitesses di�érentes :1. Tous les rounds, les variables distanes sont réatualisées.2. Tous les deux rounds, les privilèges rapides atifs sont transmis.
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Fig. 8.2 � Variables distanes : mythes et réalités3. Tous les quatre rounds, les privilèges lents bougent.Ainsi, la propagation d'information se fait plus rapidement que le mouvement des privi-lèges et les privilèges gardent des vitesses relatives di�érentes (un privilège rapide atifavane deux fois plus vite qu'un privilège lent, omme dans l'algorithme d'exlusionmutuelle synhrone).Distane réelle : dernier détail, la propagation des informations n'est pas instan-tanée : ainsi, lorsqu'un proesseur a une information de distane, elle peut être rendueobsolète par les mouvements du privilège. La �gure 8.2 illustre le phénomène. Dans etexemple, la variable ontenant l'information sur le privilège prédéesseur est dans unadre surmonté d'une �èhe vers la droite (le adre le plus bas) alors que elle onernantle privilège suesseur est dans un adre surmonté d'une �èhe vers la gauhe (le adrele plus haut). Initialement, P0 a un privilège J . Quand les proesseurs P 0 et P reçoiventles informations sur leur distane à J , elui-i a bougé et les informations sont obsolètes.Néanmoins, si un proesseur P onnaît la nature de son privilège prédéesseur J�, illui est possible d'évaluer la distane que J� a pu parourir pendant que l'information luiparvenait. Ainsi, quand P a pour information que J� est à distane d, il sait que etteinformation a mis d rounds pour lui parvenir. Aussi, selon la nature de J�, il e�etueune orretion :1. Si J� est un privilège rapide atif : en d rounds, il a été transmis d=2 fois 1. La1. Pour être tout a fait formel, si d est paire, J� a été transmis d=2 fois alors que si d est impair, J�a été transmis (d� 1)=2 fois ou (d+ 1)=2 fois. Mais ette préision de hi�re alourdi onsidérablementles notations sans rien apporter aux expliations ou aux preuves. Aussi ontinuerons nous à parler de
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Fig. 8.3 � Voisins des privilèges rapidesdistane réelle entre J� et P est don de d� d=2.2. Si J� est un privilège lent : en d rounds, il a été transmis d=4 fois 2. La distaneréelle entre J� et P est don de d� d=4.3. Si J� est un privilège rapide inatif : en d rounds, il n'a pas été transmis. Ladistane réelle entre J� et P est don de d.De même, si P 0 a pour information que son privilège suesseur J+ est à distane d0 :1. Si J+ est un privilège rapide atif : en d0 rounds, il a été transmis d0=2 fois. Ladistane réelle entre P 0 et J+ est don de d0 + d0=2.2. Si J+ est un privilège lent : en d0 rounds, il a été transmis d0=4 fois. La distaneréelle entre P 0 et J+ est don de d0 + d0=4.3. Si J+ est un privilège rapide inatif : en d0 rounds, il n'a pas été transmis. Ladistane réelle entre P 0 et J+ est don de d0.Un proesseur peut don évaluer la distane le séparant d'un privilège dont il onnaîtla nature.Nature des privilèges voisins : Nous l'avons déjà remarqué préédemment (pro-priété 7.3.1, page 123), la suite des privilèges présents sur l'anneau présente une alter-nane de privilèges rapides et de privilèges lents. Cette propriété va être determinantedans l'évaluation des distanes entre proesseurs.En e�et, si tous les proesseurs disposent de l'information distane, seuls les posses-seurs d'un privilège rapide en ont l'usage. Cela leur permet de rendre leur privilège atifou inatif. Or, dans la majorité des as, un privilège rapide a pour privilèges voisins desprivilèges lents. Il onnaît don la distane exate le séparant de ses privilèges voisins.Par exemple, s'il dispose d'une information lui indiquant un privilège prédéesseur àdistane d, il sait que la distane réelle l'en séparant est d� d=4.Exeption : Dans la pargraphe préédent, nous avons supposé qu'un privilège rapidea pour privilèges voisins des privilèges lents. Même si ela est vrai pour la majoritédes privilèges rapides, ela n'est pas toujours le as. En e�et, si D a pour privilègesuesseur un privilège rapide F1, il a également un privilège rapide F15 pour privilègeprédéesseur, et F1 F15 sont privilèges voisins l'un de l'autre omme le montre la �gure 8.3(où tous les privilèges rapides ont pour privilèges voisins des privilèges lents sauf F1 etF15). Il en résulte que le méanisme de orretion des distanes présenté préédemmentd=2 (et plus tard de d=4) là où il aurait fallu distinguer deux as, selon que la division de d par 2 (oupar 4) est entière ou non.2. Voir remarque préédente.



140CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLEdonne un résultat faux. Mais ette erreur d'appréiation de F1 et F15 ne prête pas àonséquene. En e�et, elle n'empêhe pas la onvergene, pas plus qu'elle n'entraîne desuroût signi�atif 3 en terme de temps de onvergene. Aussi nous garderons nous demodi�er l'algorithme.8.4 Hypothèses & résultatsLes hypothèses de et algorithme sont les mêmes que elle du préédent : toujoursdans le modèle à état, le graphe onsidéré est un anneau semi-uniforme bidire-tionnel orienté et le démon est un démon synhrone.Sous es hypothèses, nous proposons un algorithme d'exlusion mutuelle proportion-nel utilisant O(Log(n)) bits de mémoire.Théorème 8.4.1L'algorithme présenté �gure 8.4 est proportionnel pour le problème de l'exlusion mu-tuelle. De plus, si n est la taille de l'anneau et f le nombre initial de fautes, sa mise enappliation néessite O(Log(n)) bits par proesseur, il onverge en O(f 3) rounds pourf � 3pn et en O(nLog(n)) rounds pour f > 3pn.8.5 AlgorithmeL'algorithme est présenté �gure 8.4.Chaque proesseur P dispose d'une variable Priv(P ) déterminant la position du pri-vilège. Priv(P ) est à valeurs dans [0::1℄. Les opérations d'inrémentation de Priv(P ) sefont modulo 2. P dispose aussi de deux variables DistPred(P ) et DistSu(P ). Pourun proesseur P non privilégié, DistPred(P ) est la distane séparant P de son privilègeprédéesseur, alors que DistSu(P ) est la distane séparant P de son privilège sues-seur. Pour un proesseur privilégié, es deux variables sont à zéro (mais un privilégiépeut néanmoins onnaître la distane le séparant de es privilèges voisins en aedantaux variables distanes de es voisins.DistSu et DistPred sont regroupés sous le terme générique de variables distanes.Elles sont à valeur dans [0::n℄.Prédiat : le proesseur distingué D a le privilège si sa variable Priv(D) a la mêmevaleur que elle de son prédéesseur alors qu'un proesseur P non distingué est privilégiéquand Priv(P ) est di�érent de Priv(P�).3. Un algorithme prenant ette erreur en ompte 4aurait un temps de onvergene au pire 1,5 fois plusourt que l'algorithme atuel, 'est à dire un temps de onvergene ayant le même ordre de grandeur.4. Pour obtenir un tel algorithme, on peut par exemple adjoindre à haque information sur lesdistanes la nature du privilège les émettant. Ainsi, plut�t que de propager des nombres 0, 1, 2, lesvariables distanes propageraient 0F , 1F , 2F pour un privilège rapide atif, 0S, 1S, 2S pour un privilègelent et 0I , 1I , 2I pour un privilège rapide inatif. Mais et ajout ompliquerait inutilement l'algorithmesans en améliorer les performanes9.



8.6. EXEMPLE D'EXÉCUTIONS 141Un privilège est rapide si la variable Priv de son support a pour valeur 0. Sinon, ilest lent.Un proesseur est atif s'il est plus prohe de son privilège suesseur que de son pri-vilège prédéesseur (dans le as ontraire, il est inatif). Ce prédiat n'est utilisé que parles privilèges rapides. Or la distane d'un privilège rapide F2 a son privilège prédéesseurS1 est Dist(S1;F2)�Dist(S1;F2)=4 alors que sa distane à son privilège suesseur S3 estDist(F2;S3) +Dist(F2;S3)=4 (omme ela a été spei�é dans la setion 8.3, paragraphedistane réelle).Ations : trois types d'ations sont possibles. Tous les proesseurs doivent réguliè-rement mettre à jour le ontenu de leur variable DistPred et DistSu. C'est le ré-sultat des ations AtualisePred(P ) et AtualiseSu(P ). On remarque que l'ationAtualiseSu(P ) utilise le fait que P puisse determiner si P+ est privilégié. En e�et,si la valeur de Priv(P+) est di�érente de elle de Priv(P ), P+ a un privilège. Commel'anneau est bidiretionnel, P a aès à ette information.Derniere ation possible, un proesseur privilégié peut transmettre son privilège. Pourela, il modi�e la valeur de sa variable Priv. C'est l'ation TransmetPrivilege(P ).Règles : la première règle gère l'atualisation des variables de distane. Elle est exé-utée tous les rounds. Pour un proesseur privilégié, elle onsiste a mettre ses variablesdistanes à zéro. Un proesseur non privilégié P met dans sa variableDistSu(P ) la va-leur de la variable DistSu(P+) de son suesseur plus un (même hose pour DistPredave le prédéesseur).La deuxième règle n'est exéutée que tous les deux rounds par les proesseurs dispo-sant d'un privilège rapide plus prohe de son privilège suesseur que de son privilègeprédéesseur. Dans e as, le proesseur transmet son privilège.La troisième et dernière règle est appliquée par les privilèges lents. Tous les quatrerounds, ils avanent.8.6 Exemple d'exéutionsLa �gure 8.5 montre l'évolution des variables distanes au ours d'une exéutionlégitime. Un privilège est transmis quand il est surmonté d'une �èhe. Un privilègerapide ontruit sa �èhe en 2 rounds alors qu'un privilège lent onstruit la sienne en 4rounds. On remarque qu'après un yle (2 rounds pour les privilèges rapides et 4 roundspour les privilèges lents), la valeur des indies est la même que la on�guration initiale(relativement à la position du privilège).La �gure 8.6 illustre l'art et la manière qu'ont les proesseurs ayant un privilègerapide de déider si leur privilège est un privilège atif ou inatif.



142CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLEPrédiatsPrivilege(P ) , � Priv(P ) = Priv(P�) si P est le proesseur distingué.Priv(P ) 6= Priv(P�) si P est un proesseur quelonque.PrivilegeRapide(P ) , Privilege(P ) et Priv(P ) = 0PrivilegeLent(P ) , Privilege(P ) et Priv(P ) = 1Atif(P ) , DistSu(P+)� (1 + 14 ) � DistPred(P�)� (1� 14 ) ou DistPred(P�) = nAtionsAtualisePred(P ) , � DistPred(P ) � 0 Si P est privilégié.DistPred(P ) � DistPred(P�) + 1 SinonAtualiseSu(P ) , 8<: DistSu(P ) � 0 Si P est privilégié.DistSu(P ) � 1 Si P+ est privilégié.DistSu(P ) � DistSu(P+) + 1 SinonAtualiseDist(P ) , AtualisePred(P ) et AtualiseSu(P )TransmetPrivilege(P ) , Priv(P ) � Priv(P ) + 1(modulo 2)Règles gardéesR1 : Tous les rounds : =) AtualiseDist(P )R2 : Tous les deux rounds : PrivilegeRapide(P ) et Atif(P ) =) TransmetPrivilege(P )R3 : Tous les quatre rounds : PrivilegeLent(P ) =) TransmetPrivilege(P )Fig. 8.4 � Exlusion mutuelle proportionnelle
8.7 PreuveSurvol de la preuve : Après avoir dé�ni les on�gurations légitimes, nous montronsla orretion puis la onvergene. La preuve de la onvergene se fait en établissantqu'après un ertain nombre de rounds, les informations données pas les variables dis-tanes sont signi�atives (elles ontiennent e�etivement des informations sur les dis-tanes entre les di�érents proesseurs privilégiés). Puis nous montrons qu'à partir d'uneon�guration où les variables distanes sont orretes, une fusion de privilège doit nées-sairement se produire. Ainsi, après une alternane de phases �mise à jour des variablesdistanes� - �fusion de privilège�, l'algorithme onverge.
8.7.1 Con�gurations légitimesDé�nition 8.7.1Les on�gurations légitimes sont les on�gurations dans lesquelles un unique privilègeest présent.
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la distance réelle est de 5

Il me dit 4,

Voyons, voyons.

Cool !
Rien à faire !

la distance réelle est de 5
Il me dit 4,

Voyons, voyons.

Probablement

Moi

la distance réelle est de 1 ou 2
Il me dit 2, donc
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Moi

la distance réelle est de 9
Il me dit 12, donc

Vite !
Je dois transmètre !
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Fig. 8.6 � Choix du privilège rapide



8.7. PREUVE 145Dé�nition 8.7.2Soit T = C1 �! C2 une transition. On dé�nit la notion de variable DistPred(P )orrete reursivement :1. Si P possède un privilège, alors DistPred(P ) est orrete dans C2 si elle est nulle.2. Si P n'est pas privilégié, alors DistPred(P ) est orrete dans C2 si DistPred(P�)est orrete dans C1 et que DistPredC2(P ) vaut DistPredC1(P�) plus un.De la même manière :1. Si P possède un privilège, alors DistSu(P ) est orrete dans C2 si elle est nulle.2. Si P n'est pas privilégié, alors DistSu(P ) est orrete dans C2 si DistSu(P+)est orrete dans C1 et que DistPredC2(P ) vaut DistPredC1(P+) plus un.8.7.2 CorretionSurvol de la preuve : dans toutes les on�guration d'une exéution légitime, unseul privilège est présent (ar auune règle ne permet la réation de privilége). Il restea établir que e privilège est régulièrement transmis de proesseur en proesseur. Pourela, nous montrons qu'aprés un ertain temps, les variables indies sont orretes. Aussi,un proesseur privilègié aura pour information que son privilège prédéesseur est trésloin et qu'il doit don au plus vite transmettre son privilège.Lemme 8.7.3Soit E une exéution, Ci sa iieme on�guration, P un proesseur non privilégié et J sonprivilège prédéesseur. Si P 0 était le support de J DistPred(P ) rounds plus t�t (aveDistPred(P ) � i), alors la distane entre P 0 et P est égale à DistPred(P ).Preuve : (par réurrene) La seule manière qu'un proesseur a de modi�er savariable DistPred(P ) est de reopier en inrémentant elle de son prédéesseur(règleR1). D'où, siDistPred(P ) a une ertaine valeur, 'est que le round préédentDistPred(P�) avait la même valeur moins un. A partir de là, le lemme se prouvepar réurrene.1. Si DistPred(P ) = 1 : alors le round préédent, DistPred(P�) était à zéro,d'où P� était privilégié. Dans e as, on a P 0 = P�, d'où la distane entreP 0 et P est bien de 1.2. Supposons la propriété vraie pour DistPred(P ) = d� 1 (ave d � 2).3. Si DistPred(P ) = d : alors le round préédent, dans la on�guration C�1,DistPred(P�) valait d�1. On peut alors appliquer l'hypothèse de réurreneet la distane entre P 0 (le support de J d � 1 rounds avant C�1) et P� estd� 1. D'où la distane entre P et P 0 est de (d� 1) + 1, 'est à dire d.Au �nal, la propriété est vraie au rang 1 et la supposer au rang d permet del'établir au rang d+1. Elle est don vraie pour une valeur quelonque de la variableDistPred.Un exemple illustrant e lemme est donné �gure 8.7. P a sa variable DistPred à 4.4 rounds plus t�t, P 0 avait un privilège et la distane entre P 0 et P est bien de 4.
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Fig. 8.7 � Retro Analyse de DistPred(P )Lemme 8.7.4Soit C une on�guration, P un proesseur non privilégié et J son privilège suesseur.Si P 0 était le support de J DistSu(P ) rounds plus t�t, alors la distane entre P 0 et Pest égale à DistSu(P ).Preuve : Même prinipe de preuve que le lemme 8.7.3Lemme 8.7.5Soit C une on�guration et P un proesseur non privilégié. On suppose que J , le privilègeprédéesseur de P , est un privilège lent. Alors, si DistPred(P ) est orrete (et di�érentede n), la distane entre J et P est égale à bDistPred(P )�(1� 14) ou à bDistPred(P )�(1� 14)+ 1.Preuve : On pose d = DistPred(P ). La variable DistPred(P ) étant orrete,on sait que d rounds avant C, la distane entre J et P était de d. Soit a le nombrede fois où J a avané en d rounds. J étant un privilège lent, il avane une fois tousles 4 rounds. En d rounds, il a don avané bd=4 ou bd=4+ 1 fois.D'autre part, la distane de J à P étant égale à la distane entre P 0 et P moinsle nombre de mouvements que J a fait en d rounds, on a Dist(J;P ) = d� a, 'està dire : Dist(J;P ) = d� bd=4 ou Dist(J;P ) = d� bd=4+ 1Au �nal, omme d � bd=4g = bd � d=4, on a bien Dist(J;P ) = bd � 1 � 14ou Dist(J;P ) = bd� 1� 14 + 1Lemme 8.7.6Soit C une on�guration et P un proesseur non privilégié. On suppose que J , le privilègesuesseur de P , est un privilège lent. Alors, si DistSu(P ) est orrete, la distaneentre J et P est égale à bDistSu(P )� 1 + 14 ou à bDistSu(P )� 1 + 14+ 1.Preuve : Même prinipe de preuve que le lemme 8.7.5Lemme 8.7.7Soit C une exéution dont la on�guration initiale est légitime. Alors après au plus n+3rounds, le privilège est transmis.Preuve : Soit J le privilège. Si J est un privilège lent, il est transmis au plustard 4 rounds après le début de l'exéution.



8.7. PREUVE 147Si J est un privilège rapide, soit P son support. n + 1 round après son début,l'exéution est dans une on�guration C dans laquelle toutes les variables distanessont orretes. DistPred(P�) vaut don n (elle pourrait valoir n+n=4, mais elle estbornée par n). J est don un privilège atif et est transmis au plus deux transitionsaprès.Lemme 8.7.8L'algorithme est orrete.Preuve : Au plus tous les n+ 3 rounds, le privilège est transmis (lemme 8.7.7).Comme il est toujours transmis d'un proesseur vers son suesseur, tous les pro-esseurs le reevront au ours d'une exéution légitime et la orretion est assurée.8.7.3 ConvergeneSurvol de la preuve : la onvergene se prouve en utilisant les lemmes i-dessusassurant que les variables distanes sont néessairement orretes après un ertain temps.Ensuite, à partir d'une exéution dans laquelle les variables distanes sont orretes, unefusion au moins à lieu. Le proessus itéré assure la onvergene.Lemme 8.7.9Soit E une exéution. Après n + 1 rounds, si auune fusion de privilège n'a eu lieu,l'exéution est dans une on�guration où toutes les variables DistPred sont orretes.Preuve : Si auune fusion n'a lieu, il n'y a pas de disparition de privilège. SoitC0 la on�guration initiale de E et Ci sa iieme on�guration. Montrons que dansC2i+1 :1. Les i suesseurs d'un proesseur privilégié ont une variable DistPred or-rete.2. Tous les autres proesseurs ont dans leur variable DistPred une valeur supé-rieure ou égale à i :1. Dans C1 :(a) Les variables DistPred(P ) de tous les proesseurs possédant un privilègesont orretes ;(b) Tous les proesseurs ont atualisé leurs variables distanes. Pour eux quin'ont pas de privilège, ette mise à jour onsiste à prendre la valeur deleur prédéesseur plus un, e qui est stritement supérieur à zéro.2. Supposons que dans C2i�1,(a) tous les suesseurs à distane i des proesseurs privilégiés aient unevariable DistPred orrete et(b) tous les autres proesseurs aient dans leur variable DistPred une valeursupérieure ou égale à i.



148CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLE3. Considérons C2i+1 :(a) Si P a un privilège dans C2i�1, DistPred(P (i�1)+) a une valeur or-rete dans C2i�1. D'où DistPred(P (i)+) a une valeur orrete dans C2iet DistPred(P (i+1)+) a une valeur orrete dans C2i+1. Or, entre C2i�1et C2i+1, P ne peut transmettre son privilège qu'une seule fois.D'où, dans C2i+1, P (i+1)+, 'est à dire le iieme suesseur de P+, a savariable DistPred orrete.(b) Si, dans C2i+1, P est à une distane supérieure à i de son privilège pré-déesseur, alors, dans Ci�1, P� est à une distane supérieure à i � 1 deson privilège prédéesseur. D'où dans C(i�1), on a DistPred(P�) � i�1.D'où, deux rounds plus tard, P ayant pris la valeur de DistPred(P�)plus un, on a DistPred(P ) � iAu �nal, la variable DistPred étant bornée par n, après n + 1 rounds, tousles proesseurs ayant un privilégié parmi leurs n prédéesseurs ont leur variableDistPred orrete. Les autres ont leur variableDistPred à n, e qui est égalementorret.Lemme 8.7.10Soit E une exéution. Après n + 1 rounds, si auune fusion de privilège n'a eu lieu,l'exéution est dans une on�guration où toutes les variables DistSu sont orretes.Preuve : Cette preuve est grandement similaire à elle du lemme préédent :après i rounds, tous les proesseurs ayant un privilégié parmi leur i suesseur ontleur variableDistSu orrete alors que les autres ont dans leur variableDistSuune valeur supérieure à i. D'où, après n + 1 rounds, tous les proesseurs ont leurvariable DistSu orrete.Corollaire 8.7.11Soit E une exéution. Après 2� (n+1) rounds, si auune fusion de privilège n'a eu lieu,l'exéution est dans une on�guration où toutes les variables distanes sont orretes.Preuve : Après n + 1 rounds, toutes les variables DistSu sont orretes(lemme 8.7.10) et après 2� n+ 1 rounds, toutes les variables DistPred sont éga-lement orretes (lemme 8.7.9). D'où toutes les variables distanes sont orretes.Un exemple de la mise à jour des variables indies est donné �gure 8.8.Lemme 8.7.12Dans une exéution dont les variables distanes sont orretes, la nature (atif ou inatif)des privilèges rapides ne peut hanger que si deux privilèges fusionnent.Preuve : Soit F2 un privilège rapide, J1 son prédéesseur et J3 son suesseur.Parmi J1 et J2, l'un au moins est un privilège lent. Supposons que e soit J1.1. Si F2 est atif : il avane tous les deux rounds. Or J1 est lent, don la distaneentre F2 et J1 augmente tous les quatre rounds. Comme la distane entre F2 et
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JFig. 8.8 � Mise à jour des indiesJ3 n'augmente pas (elle reste onstante si J3 est un rapide atif, elle diminuedans les autres as), l'égalitéDistSu(F2)�(1+ 14) � DistPred(F2)�(1� 14)reste véri�ée 5 jusqu'à e que J1 soit rattrapé ou que F2 rattrape J3.2. Si F2 est inatif : il n'avane pas. Or J1 avane tous les quatre rounds. Donla distane entre F2 et J1 diminue tous les quatre rounds. Comme la distaneentre F2 et J3 ne diminue pas (elle reste onstante si J3 est un rapide in-atif, elle augmente dans les autres as), l'égalité DistSu(F2) � (1 + 14) �DistPred(F2)� (1� 14) reste fausse jusqu'à e que F2 soit rattrapé ou que J3rattrape son suesseur.Dans tous les as, la nature de F2 ne peut pas hanger s'il n'y a pas de fusion.La preuve est symétrique si on suppose que J3 est lent et qu'on ne onnaît pasla nature de J1.Lemme 8.7.13L'algorithme présenté �gure 8.4 onverge.Preuve : Soit E une exéution et soit 2i+1 (ave i � 1) le nombre de privilègesprésents dans sa on�guration initiale. Supposons qu'il n'y ait pas de fusion deprivilèges dans E . Après n+1 rounds, toutes les variables distanes sont orretes(orolaire 8.7.11). La nature des privilèges ne hange don plus (ar il n'y a pasde fusion dans E). Si tous les privilèges rapides sont atifs, alors l'algorithme seomporte omme l'algorithme de base et la fusion de deux privilèges est assurée(ar l'algorithme de base onverge). Si un privilège rapide est inatif, alors sanature ne pouvant hanger avant une fusion, il se fait néessairement rattraper parson prédéesseur.Dans tous les as, une fusion a lieu. Une fusion entraîne la disparition de deuxprivilèges. D'où, E ontient une on�guration dans laquelle 2i � 1 privilèges sontprésents. Le même proessus itéré i�1 fois assure que E ontient une on�gurationdans laquelle un unique privilège est présent, 'est à dire une on�guration légitime.5. On serait tenté de dire �est de plus en plus véri�ée� (ar la valeur du terme le plus petit dimi-nue alors que elle du terme le plus grand augmente) e qui est naturellement faux du point de vuestritement logique mais illustre bien le prinipe de l'algorithme.



150CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLE8.7.4 Majoration du temps de onvergeneSurvol de l'étude : nous devons montrer que l'algorithme est proportionnel. Pluspréisément, étant donné une on�guration dont f proesseurs sont orrompus, nousallons établir que le temps de onvergene est de l'ordre de O(f 3Log(f)) rounds. Pourela, nous allons distinguer deux as : lorsque le nombre de fautes est faible ( 3pn proes-seurs orrompus ou moins), les notions de proesseurs orrompus, vrais et faux privilègespeuvent être dé�nies. On montre que l'algorithme onverge en f 3.Deuxième as, lorsqu'une grande partie de l'anneau est orrompue (plus de 3pn pro-esseurs), alors la onvergene au pire est en nLog(n). Au �nal, dans tous les as, letemps de onvergene est majoré par un polynome en f , l'algorithme est bien propor-tionnel.Faible nombre de fautes dans le as d'un faible nombre de fautes, on utilise ànouveau les notions de faux privilège et privilège orreteur.Dé�nition 8.7.14Soit C une on�guration illégitime obtenue à partir de la on�guration légitime L. Ondistingue dans C deux types de privilèges :1. P a un privilège faux si Priv(P�) est orrompu.2. P a un privilège orreteur si Priv(P�) n'est pas orrompu.Cas partiulier pour moins de 3pn orruptions ontiguës : dans le as où tousles proesseurs orrompus sont ontigus, seul deux proesseurs (un orrompu et un or-reteur) font leur apparition sur l'anneau. La onvergene est alors rapide : initialementet pendant quelques rounds, un faux privilège rapide peut être atif à ause des infor-mations erronées qu'il reçoit sur les distanes. Mais assez rapidement, il devient inatifet l'exéution onverge.Lemme 8.7.15Soit E = (C0;C1;:::) une exéution et f le nombre initial de fautes. Alors, si J1 et J2n'ont pas fusionné avant la on�guration C2f , C2f véri�e que :1. Les voisins du faux privilège, les voisins du privilège orreteur et les f suesseursdu faux privilège ont des variables distanes orretes.2. Le nombre de orrompus n'exède pas 2f .Preuve : Dans C0, soit P2 le support de J2. Dans C2f , les 2f suesseurs deP2 ont mis à jour leur variable DistPred. D'un autre �té, omme ils ne sont pasorrompus, leur variable DistSu est orrete. Dans le même temps, J2 a au plusavané f fois. D'où, dans C2f , les f suesseurs de J2 ont leurs variables distanesorretes.De la même manière, si P1 est le support de J1 dans C0, les 2f suesseursde J1 et les 2f prédéesseurs de J2 ont atualisé leurs variables distanes. Tousles proesseurs entre J1 et J2 ont don des variables distanes orretes. Le pré-
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FS Fig. 8.9 � Corretion des indiesdéesseur de J1 n'étant pas orrompu,les voisins de J1 et J2 ont e�etivement desvariables distanes orretes.D'un autre �té, en 2f rounds , la distane entre J1 et J2 peut avoir augmentéau plus de f (si J2 est rapide atif et que J1 est rapide inatif). D'où le nombre deorrompus ne peut exéder f + f .La �gure 8.9 (au dessus des pointillés) illustre e lemme. Initialement, P et P� sontorrompus. F est un faux privilège rapide atif de par les fausses variables distanes quilui parviennent. Néanmoins, assez rapidement, les variables distanes se orrigent et Fdevient inatif. Entre la on�guration initiale et le moment où F reçoit des informationsjustes (on�guration C5), le nombre de orrompus a été jusqu'à doubler (mais il n'auraitpas pu augmenter plus ; en e�et, le as onsidéré est le pire possible : F est sur le pointd'être transmis, S doit attendre 4 rounds avant d'être transmis et tous les indies de Pet P� sont a n).Lemme 8.7.16Si les f proesseurs orrompus sont ontigus, l'algorithme onverge en 12f rounds.Preuve : Seuls deux proesseurs font leur apparition sur l'anneau. Soit J2 lefaux privilège et J1 le privilège orreteur. Après 2f rounds, dans la on�gurationC2f , J1 et J2 ont des voisins ayant des variables distanes orretes. Ils peuventdon onnaître les distanes les séparant de leurs privilèges voisins. A partir de là,



152CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLEplusieurs as de �gure sont possibles :1. Si J1 est un privilège rapide : J1 peut être atif ou inatif.(a) Si J1 est inatif (DistPred(J�1 ) � 0;75 < DistPred(J+1 ) � 1;25) : elasigni�e que J1 est plus prohe de son privilège prédéesseur J0 que deson privilège suesseur (sauf si J0 est un privilège rapide, auquel as J1est enore plus prohe de J0 qu'il ne le roit). Dans tous les as, J1 estinatif et après au plus 4�Dist(J0;J1), J0 et J1 fusionnent.La distane Dist(J0;J1) est inférieure à la distane Dist(J1;J2) (sinon, J1serait atif) elle même inférieure à 2f . D'où J1 et J2 fusionnent après auplus 8f rounds.(b) Si J1 est atif et que RejointD(J1) est plus petit que RejointD(J2) : alorsla distane entre J1 et J2 étant au plus de 2f , J1 rejoint J2 en 4 � 2frounds.() Si J1 est atif et que RejointD(J1) est plus grand que RejointD(J2) :alors après RejointD(J2)=4 rounds, J2 rejoint D et devient un privilègerapide. A e moment, la distane entre J1 et J2 n'est plus que de 2f +RejointD(J2)=4�RejointD(J2)=4.Si J2 devient atif, 'est que son privilège suesseur est plus prohe deJ2 que ne l'est J1 et ils fusionnent en moins de 4�(2f�RejointD(J2)=4)rounds. Si J2 devient inatif, J1 le rattrape en moins de 4 � (2f �RejointD(J2)=4) rounds. Dans tous les as, la fusion de J1 ave un autreprivilège a lieu moins de RejointD(J2)=4+4� (2f �RejointD(J2)=4) �8f roundsDans tous les as, une fusion intervient au plus 8f rounds après C2f , 'est àdire 10f rounds après le début de l'exéution.2. Si J1 est un privilège lent : J2 peut être atif ou inatif.(a) Si J2 est inatif : la distane entre J1 et J2 est au plus de 2f , d'où 4� 2frounds plus tard, J1 rattrape J2.(b) Si J2 est atif : J2 est plus prohe de son privilège suesseur J3 que deJ1. La distane entre J2 et J3 est don inférieure à 2f � 1;5=1;25 = 2;4fet don, au plus tard 4� 2;4f rounds plus tard, la fusion a lieu.Dans tous les as, une fusion intervient au plus 10f rounds après C2f , 'est à dire12f rounds après le début de l'exéution.La �gure 8.9 illustre e lemme. Après une phase de orretion des indies et ou le nombrede orrompu peut augmenter (jusqu'à doubler), le faux privilège rapide F devient inatifet se fait rattraper par le privilège lent S, le tout en 16 rounds (e qui est inférieur à(12� 2).Cas général pour moins de 3pn orruptions non ontiguës Lorsque les pro-esseurs orrompus sont ontigus, la onvergene est rapide (de l'ordre de f). De même,si plusieurs groupes de proesseurs orrompus sont spaialement éloignés les uns desautres, on a l'assurane qu'une fois les variables distanes orrigées, tous les faux privi-lèges rapides vont devenir inatifs et se faire rattrapper. Mais ette ertitude disparaît
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16 1Fig. 8.11 � Exemples de blosen as de groupe de orrompus prohes les uns des autres. Plus partiulièrement, un fauxprivilège rapide peut initialement avaner suite à une orruption des variables distanes,puis se trouver plus prohe de son privilège suesseur que de son privilège prédéesseur.Il ontinue à être atif augmentant ainsi le nombre de orrompus présents sur l'anneau.La �gure 8.10 illustre e problème. Chaque �èhe représente deux transitions. Le dé-tail des variables indies n'est pas donné mais un point noir représente les indies quipeuvent enore avoir une fausse valeur suite à la orruption initiale.Il onvient don de distinguer deux types di�érents de groupe de proesseurs or-rompus : eux qui sont loin les uns des autres (et qui ne vont pas interférer entre euxpendant la onvergene) et eux qui au ontraire sont prohes, omme S1, F1, S2 et F2sur la �gure 8.10. Quand plusieurs groupes sont prohes, on dit qu'ils appartionnent aumême blo de proesseurs orrompus, ou plus simplement au même blo.Dé�nition 8.7.17On dit d'une une suite de privilèges (J1;J2;:::;Jl) que 'est un blo de privilèges si au oursde l'exéution, J1 fusionne ave Jl et s'il n'existe pas de prédéesseur de J1 fusionnantave un suesseur de JlDes exemples de blos sont donnés �gure 8.11. La notion de blo ne s'appliquantqu'à des anneaux de grande taille 6, nous hangeons momentanément la représentation6. Nous traitons ii le as où le nombre de fautes est petit devant la taille de l'anneau (f � 3pn).Si l'anneau est lui-même de petite taille, il ne peut y avoir que très peu de fautes, e qui limite lespossibilités de séparer les proesseurs orrompus en groupe distints. Par exemple, sur un anneau detaille 19 ou 23 (tailles des anneaux généralement utilisés dans nos �gures jusqu'à présent), au plus 2



154CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLEgraphique des on�gurations. Elles sont maintenant symbolisées par des ellipses donthaque point est un proesseur (leur nombre étant trés grand, ils ne sont pas dessinésindividuellement). Les proesseurs orrompus sont représentés par un trait. Ainsi,est une portion d'anneau non orrompue, est un petit groupe de proesseursorrompus alors que est un groupe de proesseurs orrompus un peu plus grand.Dans la on�guration C1, les trois groupes de proesseurs forment trois blos dis-tints. En e�et, la distane entre J1 et J2 est petite (relativement à elle entre J1 et J6ou à elle entre J2 et J3). J1 va don fusionner ave J2 avant d'être rattrappé. De même,J3 va fusionner ave J4 et J5 va fusionner ave J6.Dans C2, J2 va rattrapper J3 et seulement ensuite J1 va rattrapper J4. Les deuxgroupes de orrompus ne forment don qu'un seul blo.Dans C3, J3 va fusionner ave J4 (et don le groupe de proesseurs orrompus entreJ3 et J4 va disparaître) mais J2 va ensuite rattrapper J5. Au �nal, J1 va fusionner aveJ6. Tous les orrompus de C3 (y ompris eux situés entre J3 et J4) sont don dans lemême blo.La on�guration C4 illustre le proverbe populaire ité en tête de hapitre : de petitsgroupes de orrompus séparés par de de petits groupes de non orrompus peuvent fusion-ner, onstituant ainsi des groupes de orrompus un peu plus gros. Ces derniers peuventà leur tour fusionner entre eux, augmentant ainsi le nombre global de orrompus. Ainsi,tous les groupes de orrompus de la on�guration C4 sont dans le même blo.Notation : Dans tout e qui suit, nous utilisons des notations un peu partiulières.Dans une suite de privilèges, un privilège sur deux est un orrompu, l'autre est or-reteur. Les deux privilèges réés par le même ensemble de fautes sont notés ave lemême indie. Ainsi, une suite de 2l privilèges est notée (J1;J 01;J2;J 02;:::;Jl;J 0l ) ('est àdire (S1;F1;S2;F2;:::;Sl;Fl) si le premier proesseur de la suite est un proesseurs lent 7et (F1;S1;F2;S2;:::;Fl;Sl) dans le as inverse).De plus, au round t, fi(t) désigne la distane séparant le privilège orreteur Ji etson privilège suesseur J 0i (par exemple, f3(t) est la distane entre S3 et F3) et hi(t)désigne la distane séparant J 0i de son privilège suesseur Ji+1 (par exemple, h3(t) estla distane entre F3 et S4).Dé�nition 8.7.18La taille du blo B = (J1;J 01;J2;J 02;:::;Jl;J 0l ) à l'instant t est le nombre de proesseursorrompus dans B. TailleB(t) =Plj=1 fi(t)On remarque que, pour une exéution donnée, la somme de tous les fi(0) est lenombre initial de orrompus.proesseurs pourraient être orrompus (ar 3 > 3p23). Cela ne permettrait pas d'illustrer le onept deblo.7. Jusqu'à présent, nous notions (S1;F2;S3;F4;:::;S2l�1;F2l) e genre de suite.



8.7. PREUVE 155Lemme 8.7.19Soit un blo de 2l privilèges (S1;F1;S2;:::;Sl;Fl) tel que le proesseur distingué ne soit pasentre deux des privilèges et tel que Fl ne franhisse pas D au ours de la stabilisation.Si Fi ou un de ses prédéesseurs rattrappe Si (ou un de ses suesseurs), alors hi(0) �2fi(0) +Pi�1j=1(fj(0) + hj(0)).Preuve : Soit F� le prédéesseur de Fi (ou éventuellement Fi lui même) qui varattrapper Si+1 ou un de ses suesseurs.1. Si hi(0) � 2fi(0), le résultat est immédiat.2. Sinon, après 2fi(0) rounds, Fi devient un proesseur inatif. Soit Pi son sup-port. Quand F� arrive en Pi, la distane (noté f�(t)) qui le sépare de sonprivilège prédéesseur est majorée par [la distane initiale entre S1 et Fi℄ plus[le nombre de fois où Fi a avané℄ moins [le nombre de fois où S1 a avané℄,'est à dire f�(t) � [fi(0) +Pi�1j=1(fj(0) + hi(0))℄ + [fi(0)℄ � [t=4℄. Parallè-lement, la distane (notée h�(t)) qui sépare F� de son privilège suesseurest minorée par [la distane initiale entre Fi et Si+1℄ moins [le nombre defois où Fi a avané℄ plus [le nombre de fois où Si+1 a avané℄, 'est à direh�(t) � hi(0) � fi(0) + t=4. Comme au ours de l'exéution F� rattrape unde ses suesseurs, il doit redevenir atif. Il doit don exister un round t telque h�(t) � f�(t), 'est à dire :h� � f�hi(0)� fi(0) + t=4 � fi(0) +Pi�1j=1(fj(0) + hj(0)) + fi(0)� t=4hi(0) � 3fi(0) +Pi�1j=1(fj(0) + hj(0))� t=2hi(0) � 3fi(0) +Pi�1j=1(fj(0) + hj(0))� 2fi(0)=2hi(0) � 2fi(0) +Pi�1j=1(fj(0) + hj(0)).Au �nal, on a bien hi(0) � 2fi(0) +Pi�1j=1(fj(0) + hj(0)).Lemme 8.7.20Soit un blo de 2l privilèges (F1;S1;F2;:::;Fl;Sl) tel que le proesseur distingué ne soit pasentre deux des privilèges et tel que Fl ne franhisse pas D au ours de la stabilisation.Si Si ou un de ses prédéesseurs rattrappe Fi (ou un de ses suesseurs), alors hi(0) �fi+1(0) +Pl�1j=i+1(fj(0) + hj+1(0)).La preuve de e lemme est symétrique à elle du lemme 8.7.19.Lemme 8.7.21Soit un blo de 2l privilèges (S1;F1;S2;:::;Sl;Fl) tel que le proesseur distingué ne soit pasentre deux des privilèges et tel que Fl ne franhisse pas D au ours de la stabilisation.Alors, si l = 2i, on a Dist(S1;Fl) � 4iTailleB(0).Preuve : Par réurrene sur i :1. Si i = 1 : la suite est omposée de 4 privilèges S1, F1, S2 et F2. Comme S1fusionne ave F2, on a h1(0) � 2f1(0) (lemme 8.7.19).



156CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLEComme f1(0) est plus petit que TailleB(0), on a bien Dist(S1;F2) = f1(0) +h1(0) + f2(0) � 3f1(0) + f2(0) � 4TailleB(0)2. Supposons que pour i, la propriété soit vraie.3. Montrons là pour i+1 : on aDist(S1;F2i+1) = Dist(S1;F2i)+h2i+Dist(S2i+1;F2i+1).Or S1 fusionne ave Fl, d'ou h2i � 2f2i(0)+P2i�1j=1 (fj(0)+hj(0)) � 2Dist(S1;F2i).Par hypothèse de réurrene, Dist(S1;F2i) et Dist(S2i+1;F2i+1) sont infé-rieures à 4iTailleB(0). On a donDist(S1;F2i) = Dist(S1;F2i) + h2i + Dist(S2i+1;F2i+1)� 4iTailleB(0) + 2� 4iTailleB(0) + 4iTailleB(0)� 4i+1TailleB(0)Lemme 8.7.22Soit un blo de 2l privilèges (J1;J 01;J2;:::;Jl;J 0l ).Alors, si l = 2i, on a Dist(J1;J 0l ) � 4iTailleB(0).Preuve : Que le blo de privilège soit de la forme1. (S1;F1;S2;:::;Sl;Fl) ave la propriété que Fl franhit le distingué,2. (S1;F1;S2;:::;Fj�1;Sj;S 0j;Fj+1;:::;F 0l ;S 0l) ave le distingué situé entre Sj et S 0j,3. (F1;S1;F2;:::;Fl;Sl) ave la propriété que Sl ne franhit pas le distingué,4. (F1;S1;F2;:::;Fl;Sl) ave la propriété que Sl franhit le distingué ou5. (F1;S1;F2;:::;Sj�1;Fj;F 0j ;Sj+1;:::;S 0l ;F 0l ) ave le distingué situé entre Fj et F 0j,la preuve est la même que elle du lemme 8.7.21.Lemme 8.7.23Soit un blo de 2l privilèges J1, ... J 0l . Alors pour tout t, on a Dist(J1;J 0l ) � 4 �TailleB(0)3.Preuve : Soit f 0 la taille initiale du blo B (f 0 = TailleB(0)). Soit i le plus petitentier tel que 2i > l. On a Log2(l) < i � 1 + Log2(l). La taille de B est inférieureà la distane séparant J1 de J 0l . Or Dist(S1;Fl) � 4if 0 (lemme 8.7.21 ou 8.7.22).D'où : Dist(J1;J 0l ) � 4if 0� ei�Log(4)f 0� e(1+Log2(l))�Log(4)f 0� eLog(4)eLog(l)=Log(2)�Log(4)f 0� 4eLog(l)�2f 0� 4l2f 0� 4f 03



8.7. PREUVE 157Corollaire 8.7.24Au ours d'une exéution, La taille maximum d'un blo B est de 4� TailleB(0)3Preuve : La taille maximum d'un blo est plus petite que la distane entrele premier et de dernier proesseur du blo. D'où TailleB(t) � Dist(J1;J 0l) �4� TailleB(0)3.Lemme 8.7.25Soit un blo de 2l privilèges (J1;:::;J 0l ) tel que le proesseur distingué ne soit pas entredeux des privilèges et tel que Jl ne franhisse pas D au ours de la stabilisation.Alors après au plus 18� TailleB(0)3 rounds, J1 fusionne ave J 0l .Preuve : La taille maximum du blo est de 4TailleB(0)3 (orollaire 8.7.24).Si J1 est un privilège rapide, en 4�4�TailleB(0)3 rounds, il avane 8TailleB(0)3fois alors que Sl avane 4TailleB(0)3 fois. D'où, F1 et Sl fusionnent.Si J1 est un privilège lent, J 0l est un privilège rapide. Après au pire 2f 0 rounds,J 0l devient inatif puis 4� 4� TailleB(0)3 round plus tard, S1 fusionne ave Fl.Dans tous les as, après 18� TailleB(0)3 rounds, J1 fusionne ave J 0l .Lemme 8.7.26Soit un blo de 2l privilèges (J1;:::;J 0l ). Alors après au plus 34� TailleB(0)3 rounds, J1fusionne ave J 0l .Preuve : Si D n'est pas entre deux privilèges de B et si J 0l ne franhit pas D auours de l'exéution, la onvergene a lieu en 18�TailleB(0)3 rounds (lemme 8.7.25).Sinon, après au plus 4�Dist(J1;D), J1 franhit D, 'est à dire après au plus4� 4� TailleB(0)3 (lemme 8.7.23.Ensuite, après au plus 18� f 03 rounds, S1 fusionne ave J 0l (lemme 8.7.25).Au �nal, la onvergene a lieu moins de 34�TailleB(0)3 rounds après le débutde l'exéution.Lemme 8.7.27Si les f proesseurs orrompus forment un unique blo de 2l privilèges, l'algorithmeonverge en O(f 3) rounds.Preuve : Après au plus 34 � f 3 rounds, le premier privilège du blo fusionneave le dernier. Comme tous les orrompus sont dans un seul blo, ela assure ladisparition de tous les orrompus et l'algorithme atteint une on�guration légitimeen O(f 3) rounds.Lemme 8.7.28Soit E une exéution dont la on�guration initiale omporte f proesseurs orrompus.Alors E onvergene en O(f 3) rounds.Preuve : Etant donné la on�guration initiale d'une exéution, il existe uneunique manière de regroupper les proesseurs orrompus sous forme de blos dis-



158CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLEtints. Le temps de onvergene est alors le pire des temps de onvergene de tousles blos, 'est à dire au pire 34f 3 rounds.Nombre de fautes supérieures à 3pn : nous allons montrer que l'algorithmeonverge en O(nLog(n)) rounds.Lemme 8.7.29Si la on�guration initiale ne omporte que 3 privilèges, l'algorithme onverge en 6nrounds.Preuve : Après au plus n transitions, tous les indies sont orrets. On supposeque sur les trois privilèges, deux sont lents (si e n'est pas le as, après au plus 2ntransitions, un privilège rapide franhit D et l'exéution atteint alors une on�gu-ration C0 dans laquelle deux des trois privilèges sont lents). Soit S1, F2 et S3 lestrois privilèges dans C0.1. Si DistC0(S1;F2) < DistC0(F2;S3) : alors F2 est inatif et est rejoint par S1 en4�DistC0(S1;F2) � 2n rounds (voir �gure 8.12.(a)).2. Si DistC0(S1;F2) � DistC0(F2;S3) : alors F2 est atif. Deux as peuvent seprésenter :(a) Si RejointDC0(F1) � RejointDC0(S3) : alors F2 va rattrapper S3 avantque elui-i ne franhisseD, 'est à dire en moins de 2�RejointDC0(F3) �2� (n=2) rounds (voir �gure 8.12.(b)).(b) Si RejointDC0(F1) > RejointDC0(S3) : alors, dans la on�guration C1,S3 franhit D et devient F3. Là enore, deux as sont possibles :i. Si DistC1(F3;S1) > DistC1(F2;F3) : alors F3 est inatif et F2 le rat-tappe en 2�RejointDC0(F2) rounds (voir �gure 8.12.()).ii. SiDistC1(F3;S1) � DistC1(F2;F3) : alors F3 est atif. CommeDistC1(F3;S1) �DistC1(F2;F3) � n, on a DistC1(F3;S1) � n=2 et F3 va rattrapper S1en au plus 2n rounds (voir �gure 8.12.(d)).Dans tous les as, après au plus n + 2n + Maxf2n;n;2n;3ng = 6n rounds, unefusion a lieu et l'algorithme onverge.Lemme 8.7.30Soit E2i+1 une exéution dont la on�guration initiale omporte 2i+ 1 privilèges. Alorsil existe E2i�1, une exéution dont la on�guration initiale omporte 2i+1 privilèges telque E2i+1 soit C-équivalente à E2i�1 + 10n2i+1 .Preuve : Soit (J1;:::;J2i+1) la suite des privilèges de l'anneau. Soit j tel quehj(t0) soit la plus petite distane entre deux privilèges Jj et Jj+1 (ave J 2 [1::2i+1℄modulo (2i+1)). Au temps t1, après 2hj(0) rounds, Jj+1 onnait la distane à sonprédéesseur et Jj onnait la distane à son suesseur. Cette distane est d'au plus2hj(0) proesseurs. D'où au plus 8hj(0) rounds plus tard, une fusion de privilègeà lieu (il est possible qu'elle n'ait pas lieu entre Jj et Jj+1, par exemple si Jj+1 estmaintenant plus prohe de son suesseur que de Jj. Mais elle a alors lieu entreJj+1 et Jj+2 et ela dans un temps plus ourt que 8hj(0) puisque Dist(Jj+1;Jj+2)
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Fig. 8.12 � Convergene ave trois privilègesest plus petit que 2hj(0)). L'exéution atteint alors une on�guration dans laquelle2i� 1 proesseur sont orrompus. Pour se faire, elle a mis 10hj(0) rounds. Commeil y a 2i + 1 privilèges sur l'anneau et que hj(0) est la plus petite distane entredeux privilèges, on a hj(0) � n2i+1 . Don E2i+1 est C-équivalente a E2i�1 + 10n2i+1 .Lemme 8.7.31L'algorithme onverge en O(nLog(n)) rounds.Preuve : Une exéution dont la on�guration initiale omporte 3 privilègesonverge en 6n rounds. Une exéution dont la on�guration initiale omporte 2i+1privilèges onverge en 10n2i+1 + 10n2i�1 + 10n2i�3 + :::10n5 + 6n rounds. D'où, une exéutiondont la on�guration initiale omporte n privilèges onverge en6n+ 10nPn�12j=2 ( 12j+1) = 6n+ 5nPn�12j=2 1j+ 12� 6n+ 5n R 1+n�122 1j+ 12 dj� 6n+ 5n[Log(j + 12)℄n+122� 6n+ 5n(Log(n+22 )� Log(52))D'où, l'algorithme onverge en O(nLog(n)) rounds.Complexité globaleLemme 8.7.32L'algorithme est proportionnel. Si f est le nombre intial de fautes, son temps de onver-gene est en O(f 3) rounds si f est inférieur à 3pn et en O(nLog(n)) sinon.Preuve : Soit Ef une exéution dont la on�guration initiale C0 omporte ffautes. Si f est inférieur à 3pn, l'algorithme onverge en O(f 3) transtions, 'està dire qu'il existe une onstante 1 véri�ant TempsConv(Ef) � 1f 3. Si f est



160CHAPITRE 8. EXCLUSION MUTUELLE SYNCHRONE PROPORTIONNELLEsupérieur à 3pn, il onverge en O(nLog(n)) transitions, 'est à dire qu'il existe uneonstante 2 véri�ant TempsConv(Ef) � 2nLog(n). Considérons le polynomeP (f) = (1 + 32)f 4.1. Si 1 � f � 3pn : alors 1f 3 est plus petit que (1 + 32)f 4 et le temps deonvergene de Ef est majoré par P (f).2. Si 3pn < f � n : alors n est plus petit que f 3 et :2nLog(n) � 2f 3Log(f 3)� 32f 3Log(f)� 32f 4� P (f)Le temps de onvergene de Ef est don bien majoré par P (f).D'où, dans tous les as, l'algorithme a un temps de onvergene de l'ordre de O(f 4)rounds. Il véri�e don la aratéristique générale des algorithmes proportionnels.
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