
STAT 4 STAPSChristophe Genolini28 avril 2006



2



Table des matières
Table des matières 31 Introdution 51.1 Les stats, pour quoi faire ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2 Stat, stat et stat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2.1 Résumé les données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2.2 Test statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.2.3 Modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.3 Éhantillon et population . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.4 Statistiques, informatique... et papier-rayon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 Les bases 112.1 De quoi parle-t-on ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.1.1 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.1.2 Nomenlature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.2 Nature d'une variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.2.1 Prinipe de la lassi�ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.2.2 Variables qualitatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.2.3 Variable quantitative (ou numérique) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2.4 Quelques pièges à éviter... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2.5 Réapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182.2.6 Exerie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 Analyse univariée 213.1 Généralité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213.1.1 Le prinipe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213.1.2 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213.2 E�etif et distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.2.1 Les données du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.2.2 Dé�nition des variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.2.3 E�etif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263.2.4 Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273.2.5 Fréquene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273.2.6 Données manquantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.2.7 Valeurs aberrantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.2.8 Données extrêmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.2.9 Représentation graphique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.2.10 Représentation graphique des variables ontinues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323.2.11 Réapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.3 Indie de entralité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3.1 Le mode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343.3.2 La médiane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.3.3 Moyenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.3.4 Réapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.3.5 Le Best Centrality Award... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.4 Indies de dispersion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.4.1 Dispersion pour les variables nominale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393



4 TABLE DES MATIÈRES3.4.2 Minimum et maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.4.3 Les quartiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.4.4 L'étendu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.4.5 Représentation graphique : la boite à moustahe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443.4.6 La variane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463.4.7 L'éart type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473.4.8 Variane et éart type orrigé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483.4.9 Réapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.4.10 Pour �nir : le Best Dispersion Award... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.5 Analyse univarié : bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.5.1 Le Raing Club de Villeneuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494 Approhe intuitive des propriétés des indies 534.1 Biais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 534.2 É�aité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54Table des �gures 55Liste des tableaux 57Index 58Bibliographie 61



Chapitre 1Introdution1.1 Les stats, pour quoi faire ?Dans son besoin de omprendre le monde, l'homme herhe en permanene à établir des règles : un objetplus léger que l'eau �otte (Arhimède) ; la terre tourne autour du soleil (Galilée) ; une pomme qui sedétahe de l'arbre tombe vers le sol (Newton) ; rien n'est plus rapide que la lumière (Einstein)...Malheureusement, toutes les lois de la nature ne sont pas toutes aussi strites. Un verre qui tombe seasse... souvent, mais pas toujours. Au tennis, le 400�joueur mondial a�ronte le premier. Il va perdre. Amoins que ?En Sienes de la vie, les règles absolues sont enore plus di�iles à établir. D'un individu à l'autre, lesmêmes auses ne produisent pas les mêmes e�ets. Un dépressif sera soigné par un médiament qui resterasans e�et sur un autre. Certain fumeurs attrapent le aner, d'autres non. Là ou ça se omplique, 'estque des non fumeurs attrapent aussi le aner. Que peut-on en onlure ? Il est lair qu'auune règleabsolue du genre �fumer = aner, ne pas fumer = bonne santé� ne peut être établie. Faut-il pour autantrenoner à établir un lien entre la igarette et le aner ? Non. Puisqu'une règle absolue n'existe pas, onpeut tout de même essayer de trouver une règle probable, quelque hose du genre : �un fumeur a x% dehane de ontrater un aner des poumons, un non fumeur a y% de hanes�. Ca ne veut pas dire quetous les fumeurs vont tomber malades, ni qu'ils vont tous être en bonne santé. Juste qu'ils ont plus dehanes que les autres. Reste à trouver le moyen d'établir e genre de règle.Et 'est là que les statistiques ommenent...1.2 Stat, stat et statIl y a trois types d'analyse statistique :� Résumé des données : 'est la plus ommune, elle qu'on trouve dans nos journaux. Elle déritsimplement les données. Le alul de moyenne, d'éart type, de pourentages et leur représentationgraphique entrent dans ette atégorie.� Test statistique : un test permettra de répondre à une question : �Y a-t-il plus de aner hezeux qui fument ?� Les tests statistiques tranhent... ave une �abilité variable, mais que l'on peutonnaître.� Modélisation : en�n, les statistiques permettent de dérire le monde de manière raisonnablementpréise et de jouer aux devinettes. On onstate que, ontrairement à une idée reçue, les gens ne sontpas si uniques que ça. Sur les trois dernières années, auun des étudiants qui ont entre 10 et 11 enliene n'ont eu le CAPEPS. On peut don �parier� raisonnablement que ette année, il en sera demême et don déonseiller ette voie à eux qui n'ont pas eu de mention du tout. Naturellement, rienn'est sûr et l'on peut se tromper, mais statistiquement, 'est rare. De même, on peut modéliser les�utuations de la bourse en fontion des indies, les embouteillages selon les aidents, la guérisond'un aner des testiules selon l'âge et la date de détetion...En pratique, toutes les études ommenent toujours par un résumé des données. Il permet entre autre devéri�er quelques propriétés basiques de nos données, éventuellement de déteter des valeurs aberranteset de déterminer les types d'analyses que l'on aura le droit de faire ultérieurement.5



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.2.1 Résumé les donnéesEn 1972, un herheur du nom de Harris [Harris72℄ se livre à une petite expériene toute simple : ildemande de l'argent à des passants. Avant de lire la suite, posez-vous la question : si vous êtes dans la rueet que vous avez un besoin urgent d'un euro, omment l'obtenir ? Il est lair qu'auune règle du style �Endemandant poliment, on obtient un euro� existe. Et pourtant, Harris trouve presque e genre de règle...A un ertain nombre de passant, il demande un dollar. A d'autres, il demande l'heure, puis quand on luia répondu, il demande un dollar. Au total, il a ontate 200 passants pour le résultat suivant1 :[Id℄ [Question℄ [Resultat℄P1 $ seul NonP2 $ seul NonP3 Heure + $ NonP4 $ seul NonP5 $ seul NonP6 Heure + $ OuiP7 Heure + $ NonP8 $ seul NonP9 $ seul NonP10 Heure + $ OuiP11 $ seul NonP12 $ seul NonP13 Heure + $ OuiP14 Heure + $ NonP15 Heure + $ NonP16 Heure + $ NonP17 Heure + $ NonP18 Heure + $ OuiP19 Heure + $ NonP20 Heure + $ OuiP21 $ seul OuiP22 $ seul NonP23 Heure + $ OuiP24 Heure + $ OuiP25 $ seul NonP26 Heure + $ OuiP27 $ seul NonP28 Heure + $ OuiP29 $ seul NonP30 $ seul NonP31 $ seul NonP32 $ seul NonP33 $ seul NonP34 $ seul NonP35 Heure + $ NonP36 $ seul OuiP37 Heure + $ OuiP38 Heure + $ NonP39 Heure + $ OuiP40 Heure + $ OuiP41 $ seul NonP42 Heure + $ OuiP43 Heure + $ NonP44 $ seul NonP45 $ seul NonP46 Heure + $ NonP47 $ seul NonP48 $ seul NonP49 $ seul NonP50 $ seul Non

[Id℄ [Question℄ [Resultat℄P51 Heure + $ OuiP52 $ seul NonP53 $ seul NonP54 Heure + $ NonP55 Heure + $ NonP56 Heure + $ NonP57 Heure + $ NonP58 $ seul NonP59 Heure + $ NonP60 $ seul NonP61 Heure + $ NonP62 Heure + $ NonP63 Heure + $ NonP64 Heure + $ OuiP65 Heure + $ OuiP66 $ seul NonP67 Heure + $ NonP68 Heure + $ NonP69 $ seul NonP70 Heure + $ OuiP71 $ seul NonP72 Heure + $ OuiP73 $ seul NonP74 $ seul NonP75 $ seul NonP76 $ seul NonP77 Heure + $ NonP78 $ seul NonP79 Heure + $ OuiP80 Heure + $ OuiP81 $ seul OuiP82 Heure + $ NonP83 $ seul NonP84 $ seul NonP85 $ seul NonP86 Heure + $ OuiP87 $ seul NonP88 $ seul NonP89 Heure + $ NonP90 $ seul NonP91 Heure + $ NonP92 Heure + $ NonP93 $ seul NonP94 Heure + $ OuiP95 $ seul NonP96 $ seul NonP97 $ seul OuiP98 Heure + $ NonP99 $ seul NonP100 $ seul Non

[Id℄ [Question℄ [Resultat℄P101 $ seul NonP102 Heure + $ OuiP103 $ seul OuiP104 Heure + $ OuiP105 Heure + $ NonP106 $ seul NonP107 $ seul NonP108 Heure + $ OuiP109 Heure + $ NonP110 Heure + $ OuiP111 Heure + $ NonP112 Heure + $ OuiP113 Heure + $ NonP114 $ seul NonP115 Heure + $ OuiP116 Heure + $ NonP117 Heure + $ NonP118 $ seul NonP119 Heure + $ NonP120 Heure + $ OuiP121 Heure + $ NonP122 Heure + $ OuiP123 Heure + $ NonP124 $ seul NonP125 $ seul NonP126 Heure + $ OuiP127 $ seul NonP128 $ seul NonP129 $ seul NonP130 $ seul NonP131 Heure + $ NonP132 $ seul NonP133 Heure + $ OuiP134 Heure + $ NonP135 Heure + $ NonP136 $ seul OuiP137 $ seul NonP138 Heure + $ NonP139 Heure + $ OuiP140 Heure + $ OuiP141 Heure + $ OuiP142 $ seul NonP143 $ seul NonP144 Heure + $ NonP145 $ seul NonP146 $ seul NonP147 $ seul NonP148 Heure + $ NonP149 Heure + $ NonP150 Heure + $ Non

[Id℄ [Question℄ [Resultat℄P151 Heure + $ OuiP152 $ seul NonP153 Heure + $ OuiP154 $ seul NonP155 $ seul NonP156 Heure + $ OuiP157 $ seul NonP158 $ seul NonP159 $ seul NonP160 Heure + $ OuiP161 Heure + $ NonP162 $ seul NonP163 Heure + $ NonP164 $ seul NonP165 Heure + $ NonP166 $ seul OuiP167 Heure + $ NonP168 $ seul NonP169 $ seul NonP170 Heure + $ OuiP171 $ seul NonP172 $ seul NonP173 $ seul OuiP174 $ seul NonP175 $ seul NonP176 Heure + $ NonP177 $ seul NonP178 $ seul NonP179 $ seul NonP180 Heure + $ NonP181 Heure + $ NonP182 Heure + $ OuiP183 Heure + $ OuiP184 $ seul NonP185 $ seul NonP186 $ seul OuiP187 Heure + $ NonP188 $ seul NonP189 $ seul NonP190 Heure + $ NonP191 $ seul NonP192 $ seul NonP193 $ seul NonP194 Heure + $ NonP195 Heure + $ NonP196 Heure + $ NonP197 Heure + $ NonP198 Heure + $ OuiP199 $ seul NonP200 $ seul NonTab. 1.2.1.a � Harris 1972, données brutesQue peut-on onlure de es données ? Rien... Du moins, rien sous ette forme.Pour essayer de dégager une tendane, regroupons les données. Mettons ensemble les personnes à quiHarris a demandé l'heure et qui ont donné un dollar, elles à qui il a demandé l'heure et qui lui ont refuséle dollar, elles à qui il a demandé simplement un dollar et qui ont aepté, elles à qui il a demandé undollar et qui ont refusé : Groupe Nombre de personneHeure + $, aeptent 43Heure + $, refusent 57$ seul, aeptent 9$ seul, refusent 91Tab. 1.2.1.b � Harris 1972, données triéesParmi les 100 personnes à qui Harris a demandé l'heure puis un $, 43 ont aepté : d'où 43% de réussite.Parmi les 100 personnes à qui Harris a simplement demandé un $, 9 ont aepté : d'où 9% de réussite.1Nous ne présentons pas ii l'expériene et les données originales mais des données �tives aboutissant toutefois au mêmerésultat.



1.2. STAT, STAT ET STAT 7Les données s'élairent d'un nouveau jour. On pourrait résumer ainsi : �Si, avant de demander un dollar,on demande préalablement l'heure, on augmente onsidérablement nos hanes d'obtenir satisfation�.Surprenant, n'est e pas ?Cet exemple illustre bien l'intérêt d'un résumé : à partir des données reueillies (tablea1.2.1.a), on nepouvait pas dire grand-hose. En réorganisant nos données pour leur donner plus de larté (table 1.2.1.b),on obtient deux hi�res qui nous donnent une vision globale de l'ensemble. Ii, la onlusion est �En de-mandant l'heure puis un dollar, on a plus de hane de l'obtenir qu'en demandant seulement un euro�,onlusion qui en soit n'a que peu d'intérêt mais qui permet par la suite aux psyhologues de bâtir desthéories sur le fontionnement de l'être humain.Au passage, et exemple illustre aussi l'intérêt des statistiques en général : si auune règle du style �Endemandant de l'argent de telle manière, vous êtes sur d'en obtenir� ne peut être établie, on a néanmoinsmontré que �Demander de telle manière augmente vos hanes�1.2.2 Test statistiqueL'expériene de Harris est failement reprodutible. Vous pouvez vous-même la faire : un rayon, unpapier pour noter les résultats, une bonne dose de ourage, puis vous desendez dans la rue et vousposez vos questions. Supposons que vous demandiez l'heure plus un euro à 100 personnes. Combien vontaepter ? Harris a trouvé 43. Mais il est fort peu probable que vous trouviez vous aussi 43. Peut-être 40.Ou 44. Ou 41...A quoi sont dues es di�érenes ? Au temps ? A l'humeur de l'expérimentateur e jour là ? Aux journauxdu matin ? A l'époque de l'année ? On ne sait pas. On se ontente de les attribuer au hasard. Ce hasardnous interdit d'être préis (d'ailleurs, dans son artile, Harris ne dit pas 43% mais environ 43%. Le hasarda fait qu'il a trouvé 43, mais e même hasard aurait très bien pu lui donner 41 ou 44).Lançons-nous dans une nouvelle expériene, l'impat de la politesse : toujours dans la rue, un expéri-mentateur demande un euro à ent personnes. A ent autres, il demande un euro s'il vous plait. Dans lepremier groupe, il obtient 11 de suès. Dans le deuxième, il obtient 13. Peut-il a�rmer que la deuxièmeméthode est plus e�ae que la première ? Autrement dit, la di�érene observée entre 11 et 13 est-elleune vraie di�érene liée à la formulation de la demande, ou une fausse di�érene due au hasard ?C'est à ette question que permet de répondre un test statistique. Plus préisément, un test permet dequanti�er le hasard, de dire : �Il y a x% de hanes que la di�érene que vous observez soit liée au hasard�.Dans notre exemple, un test nous permettra bient�t d'a�rmer : �Il y a 66,34% de hanes que la di�éreneentre 11 et 13 soit liée au hasard�. Le même test permettra à Harris de dire �Il y a 0,0000002% de hanesque la di�érene entre 43 et 9 soit liée au hasard�. Sous réserve que les études aient été bien menées2,nous pourrions don a�rmer : �Etre poli ne sert pas à grand-hose ; pour obtenir des sous, il vaut surtoutdemander l'heure avant.�1.2.3 ModélisationModéliser, 'est proposer une desription du monde qui soit plus simple que la réalité. La modélisationà plusieurs buts, l'un d'entre eux est de deviner e que l'on ne onnaît pas. Pour ela, on regarde e quel'on onnaît et on le généralise. Dans [Chuine04℄, Isabelle Chuine nous propose un exemple ou une modé-lisation s'avère partiulièrement e�ae. Elle travaille (entre autres hoses) sur l'évolution du limat, enpartiulier sur la aniule de l'été 2003. Elle se demande si une telle haleur s'est déjà produite ou si lephénomène présente un aratère exeptionnel. Pour ela, elle réupère les températures des étés passés.Malheureusement, les registres de la météo ne remontent pas bien loin dans le temps, elle ne trouve queles années 1750 à 2003. D'où son reours à une modélisation : sur toutes les années dont elle dispose,elle remarque que la température de l'été est très fortement liée (presque à la journée près) à la date desvendanges ! Plus il a fait haud, plus les vendanges sont préoes3. Naturellement, ela marhe aussi dansl'autre sens : autrement dit, à partir de la date des vendanges, elle peut �deviner� de manière très préisela température de l'été. Or, les vitiulteurs Bourguignons étant des gens partiulièrement soigneux, lesarhives des réoltes remontent à 1370...42C'est-à-dire exempte de biais. Un biais est un élément qui fausse l'expériene. Par exemple, si l'expérimentateur ajoute�s'il vous plait� d'un air totalement blasé ou agressif, ela fausse l'expériene.3Cela semble logique, mais enore fallait-il y penser4Madame Chuine a eu la bonté d'apporter une déliieuse préision sur le soin naturel des Bourgignons. Je ite : �Lesdates de vendanges étaient tenues dans les arhives paroissiales puis muniipales puis préfetorales, elles faisaient l'objet de



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONLa modélisation statistique a don permis à Chuine de �deviner� les températures des étés entre 1370 et1750 pour �nalement onlure : �L'été 2003 présente un aratère sans préédent. La température étaitsupérieure de +5,86�C aux normales saisonnières5, température jamais atteinte entre 1370 et 2003. Lepréédent reord datait de 1523, un simple +4,10�C...�
1.3 Éhantillon et populationLe manière orthogonale ave la lassi�ation que nous venons de présenter, on distingue deux typesd'études :� En Statistiques desriptives, le statistiien dispose de toutes les données dont il a besoin et illes analyse (selon les modes présentés plus haut).� A l'opposé, en Statistiques inférentielles, la population sur laquelle on aimerait travailler esttrop vaste, le reueil des données n'est pas possible. Le statistiien est don réduit à olleter lesdonnées sur seulement une petite partie de la population. Il fait ensuite ses analyses puis généraliseses données à l'ensemble de la population. C'est le prinipe du sondage.En pratique, Harris a roisé 200 personnes. Certes il a augmenté sa onnaissane de es personnes etil a une idée raisonnable de leur manière de réagir. Mais ela est-il vraiment intéressant ? Relativementpeu... Harris n'a pas pris les noms des gens, il ne les roisera probablement plus jamais. La seule hosequi ompte pour lui, 'est que es gens étaient monsieur et madame tout le monde. Harris peut dongénéraliser ses résultats à une population plus large. Pour ela, il a pris soin, lorsqu'il a onstitué sonéhantillon, de hoisir 200 Amériains typiques et représentatif de l'Amérique, de toutes lasses et detoutes onditions. Il peut don généraliser ses résultats à tous les Amériains. S'il avait fait son enquêtedans une provine profonde en milieu agriole en se limitant aux personnes âgées, il n'aurait pu géné-raliser qu'aux agriulteurs retraités, pare qu'il est probable que les agriulteurs et les itadins ont unomportement di�érent, tout omme les retraités et les atifs.Le résultat de Harris n'a don de valeur que s'il est généralisable. Beauoup de résultats sont dans eas, en partiulier toutes les reherhes médiales. Savoir que dans l'h�pital [[[première mise en évidenedu lien aner-taba℄℄℄, 80% des aner des poumons touhaient les fumeurs n'avait en soit auun intérêt.Mais le fait que e résultat soit généralisable à la population a un impat onsidérable en terme de santépublique : 'est là qu'on a déouvert que fumer tue ; pas seulement les patients de l'h�pital mais tout lemonde...Chuine travaille dans un ontexte omplètement di�érent. Elle a réolté des données, les a dérites et afabriqué un modèle. Suite à ela, elle dispose de toutes les données dont elle a besoin. Elle ne travaillepas sur un sous-ensemble d'années mais sur toutes les années possibles relativement à son modèle. Ellen'a don pas besoin d'étendre ses résultats à un ensemble plus vaste, ils sont en eux-mêmes intéressants :la température que nous avons subit l'an dernier était exeptionnelle...Les deux lassi�ations sont orthogonales, on peut trouver des exemples dans haun des as :bans (bans des vendanges) qui étaient publiés. Cela devait être respeté sous peine d'amende !� Grande déeption, lesBourguignons n'étaient pas spéialement plus soigneux que les autres, ils étaient juste menaés �nanièrement...5Pour information, les températures varient généralement entre -2�C et +2�C par rapport aux normes. +5,86�C, 'esténorme



1.4. STATISTIQUES, INFORMATIQUE... ET PAPIER-CRAYON 9Résumé des données Test statistique ModélisationStatistiquesdesriptives Dans un lyée en �n d'an-née, les enseignants al-ulent les moyennes pourdéterminer les passageset les redoublements. Pasde généralisation à faire,es résultats ne onernentque leurs étudiants.
[[[ Verdit pour un juge-ment ? Test sur le Sida ?Bref, un test qu'on n'a pasà reproduire℄℄℄ Chuine travaille sur lesannées 1370 - 2003 etonstruit un modèle. Pasde généralisation à faire.

Statistiquesinférentielles [[[Audimat℄℄℄ Le résultatd'Harris n'est intéressantque pare qu'il s'appliqueà l'ensemble de la popula-tion Oui ou non le téléphoneportable augmente-t-il leshanes de tumeur éré-brale ? La enore, ette in-formation est importantesi elle se généralise à l'en-semble de la population.
[[[Les modèles éono-miques ? Les modèlesmédiaux ?℄℄℄

1.4 Statistiques, informatique... et papier-rayonIl y a enore quelques années, les statistiques étaient synonymes de aluls longs et fastidieux. De nosjours, de puissants logiiels permettent d'obtenir tout e que l'on souhaite en quelques liks, même surdes ordinateurs familiaux.Reste que si une véritable étude se fait par ordinateur, la ompréhension des outils statistique passe parun alul à la main (ou au moins à la alulatrie). En e�et, si vous n'avez jamais fait vous-même le alul,quand l'ordinateur vous aura e�etué pour vous un test bien ompliqué, vous ne saurez pas vraiment equi se ahe derrière et il vous sera impossible d'interpretter orretement vos résultats.Nous vous présenterons don, pour haque onept statistique abordé dans e poly, deux exemples :� Un exemple simple : onstruit arti�iellement (les exemples issu d'études réelles sont toujours om-pliqués), ils permettront de faire le travail �à la main�, pour une bonne ompréhension. Malheureu-sement, es exemples ne sont en général pas passionnant6. Pire, au vue des résultats, on a souventenvie de délarer : �Tout ça pour ça ? C'était évident, il n'y avait pas besoin d'utiliser un outilstatistique pour s'en rendre ompte...� Attendez don la suite !� Un exemple réel : issu de la littérature sienti�que (omme l'heure de Harris ou les vignes de Chuine),ils seront bien plus omplets. En partiulier, à la simple leture des données, il est généralementimpossible de tirer la moindre onlusion et les données seront trop denses pour être traitée à lamain. Nous en viendrons à utiliser un logiiel statistique. Au passage, les données7 de tels exemples,trop volumineux pour être dans un livre (et pour être reopier à la main) seront disponibles surhttp ://hristophe.genolini.free.fr/polystat.htmlPour les �aluls manuels�, nous utiliserons soit une alulatrie, soit Open O�e (l'équivalent gratuitd'Exel, téléhargeable sur http ://fr.openo�e.org/)Le hoix d'un logiiel statistique est plus déliat. Il existe globalement deux sortes de famille de logiielsstatistiques : eux à menu déroulant et eux à ligne de ommande. Les premiers sont plus simple à utiliser :pour aluler un indie statistique, il su�t de séletionner les bonnes données et d'aller hoisir un testdans un menu déroulant par un lik souris. Ce système présente néanmoins un inonvénient majeur, lanon reprodutibilité de l'analyse. Une fois l'analyse terminée et le résultat sous vos yeux, vous ne pouvezplus voir le détail de votre analyse. Deux mois après, quand vous reprenez votre étude, vous n'avez plusaès aux hoix que vous aviez e�etué à l'époque. En�n, si vous voulez modi�er l'analyse ou ajouter desdonnées, il vous faut tout reommener...En fae, on trouve les logiiels à lignes de ommande. Beauoup moins onviviaux, il faut les programmerpour obtenir un résultat. Il y a don une phase d'apprentissage du logiiel. Par ontre, il est failed'enregistrer le ode ('est un simple �hier), on peut don le modi�er, le ré exéuter sur des donnéesdi�érentes, véri�er les hoix que l'on a fait...6En�n, on fera de notre mieux7Si les auteurs ont donné leur aord ou si les données sont publiques. Sinon, nous �fabriquerons� des données semi-réellespermettant d'obtenir exatement les mêmes résultats que eux que les auteurs ont publiés.



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONEn pratique, nous utiliserons le logiiel �R�. C'est un logiiel d'analyse statistique à ligne de ommande.Il est gratuit et téléhargeable sur http ://www.r-projet.rog. C'est, tout logiiel onfondu (gratuit etpayant), un des plus performant du moment8Pour utiliser �R�, il nous faudra don érire des programmes et les donner à �R�. �R� exéutera ensuite lesinstrutions. Pour érire le programme en question, il faut un éditeur de texte. Sous Windows, l'éditeur detexte est notepad9. Mais nous vous reommandons plut�t d'utiliser Tinn-R, téléhargeable gratuitementsur http ://www.siviews.org/Tinn-R/ et onçu pour fontionner en onjontion ave R.VOUS Tinn−R−→ Programme R−→ Analyse

8L'autre logiiel top niveau du moment est SAS. Lequel est le meilleur ? La question ne se pose pas : �R� est plusperformant dans ertains domaines, SAS dans d'autres. Il est d'ailleurs amusant de onstater que les statistiiens de hautevoltige maîtrisent les deux outils et peuvent très bien faire une partie de leur analyse ave �R�, préférer SAS pour une autre...Mais ne vous inquiétez pas, au niveau de e poly, tous les logiiels statistiques sont équivalents.9Word est un traitement de texte, pas un éditeur.



Chapitre 2Les bases2.1 De quoi parle-t-on ?Avant d'entrer plus avant dans le vif du sujet, il nous faut dé�nir un ertain nombre de onept.2.1.1 Dé�nitionsDé�nition 2.1.1.a : IndividuUn Individu (ou Sujet, ou Unité statistique) est l'objet étudié.Dé�nition 2.1.1.b : PopulationLa Population est l'ensemble de tous les individus.Dans l'étude de Harris, les individus sont des passants, la population est l'ensemble des 200 individusinterrogés. Mais les individus ne sont pas toujours des hommes. Dans notre deuxième exemple, Chuinetravaille sur les années. Dans e as, on préfère parler d'unité statistique. Les unités statistiques de Chuinesont les années, sa population est l'ensemble des années entre 1370 et 2003.Formellement, le terme de population est ambiguë : en e�et, Harris ne travaille pas sur la populationqui l'intéresse (les amériains) mais sur un éhantillon de ette population. On devrait don parler depopulation pour Chuine et d'éhantillon pour Harris. En pratique, la population désigne à la fois le groupesur lequel on travaille (et qui dans ertains as devrait s'appeler éhantillon) et la population ible del'étude. Cela ne prête généralement pas a onfusion, mais il faut avoir à l'esprit que ertaines populationsn'en sont pas...Maintenant que nous savons de quoi nous parlons, il nous faut préiser e qui est mesuré :Dé�nition 2.1.1. : VariableUne Variable (ou Caratère) est-e qui est étudié hez les individus (et qui a priori varie d'un individuà l'autre).Dans e poly, les variables seront notées en petites majusules et entre rohets [Variable℄Dé�nition 2.1.1.d : ModalitésLes Modalités (ou Ensemble fondamental) d'une variable sont toutes les valeurs que ette variablepeut prendre.Dé�nition 2.1.1.e : ObservationUne Observation d'une variable est une valeur que ette variable prend e�etivement.Les observations sont notées entre parenthèses : (Observation)Chez Harris, pour haque individu, l'expérimentateur note le numéro de l'individu, la question qu'il aposé et la réponse obtenue, soit trois variables. La première variable [Id℄ est un identi�ant unique qui11



12 CHAPITRE 2. LES BASESpermet de distinguer les individus les uns des autres. Cet identi�ant est généralement onsidéré à partet ne fait pas l'objet d'un traitement. La deuxième variable est [Question℄. La troisième ontient la[Reponse℄.Les modalités de [Id℄ sont les nombres entiers de 1 à 200. Les modalités de [Question℄ sont (Heure+$)et ($seul). Les modalité de [Reponse℄ sont (Oui) et (Non).Dans l'étude de Chuine, les variables sont [Annee℄, [Temperature℄ et [Date-de-reolte℄. Les modalitésde [Annee℄ sont toutes les années entre 1370 et 2003. Les modalités de [Temperature℄ sont toutes lestempératures omprises entres 0�C et 50�C. [Date-de-reolte℄ peut prendre toutes les valeurs allantdu 1er janvier au 31 déembre.Ii apparaît la di�érene entre les modalités et des observations. La [Date-de-reolte℄ peut théorique-ment prendre pour valeur n'importe quel jour de l'année. En pratique, jamais une réolte n'a eu lieu le 2février. (2 février) est don une modalité (une valeur possible) mais pas une observation, la variable[Date-de-reolte℄ ne prenant jamais pour valeur (2 février).Nous savons maintenant de quoi nous parlons et e que nous mesurons. Nous nous retrouvons aved'immenses tableaux remplis de données généralement trop vastes pour que l'esprit humain puisse lesappréhender dans leur ensemble (omme le tableau1.2.1.a à partir duquel il est bien di�ile de tirer unquelonque enseignement). D'où le besoin de �résumer� es tableaux.Dé�nition 2.1.1.f : Indie statistiqueUn Indie statistique (ou Indie) est une méthode de alul permettant de résumer une grande quantitéd'informations en une valeur unique.En pratique, vous onnaissez déjà beauoup d'indies statistiques. Le plus élèbre d'entre eux est sansdoute la moyenne : la moyenne générale d'un étudiant est un résumé de l'ensemble de ses notes. Lamoyenne générale d'une lasse résume l'ensemble des notes de tous les élèves. Lors d'un onseil de lasse,il est évidant que les enseignants ne peuvent pas donner toutes les notes de tous les élèves pour haunedes lasses. Ils �ompatent� don des résultats individuels en un résultat global, la moyenne.Harris utilise un autre indie enore plus élémentaire : il ompte les �e�etifs� de haque modalité. E�etifd'une modalité est un indie résumant les données en les omptant, tout simplement. Nous verrons plusen détail tous ses indies (et bien d'autre) au hapitre prohain.Comme nous le verrons, pour un même problème, il existe souvent plusieurs indies disponibles. Ce posealors le problème du hoix : lequel utiliser ? Pour aider à la déision, les statistiiens ont dé�ni inqqualités que tout indie respetable se doit d'avoir :� Cohérene dé�nitoire ou Cohérane : les statistiiens n'inventent pas des indies pour le plaisir ;haque indie orrespond à un problème pratique. �Ce vague onept auquel je suis en train depenser, se demande le herheur, a-t-il vraiment du sens ? Peut on le dé�nir préisément ?� C'est àes deux questions que doit répondre un indie. Un bon indie a don pour propriété de mesurere�etivement le onept pour lequel il a été rée. Cela à l'air trivial, mais e n'est pas le as de tousles indies.Malheureusement, véri�er ette propriété relève souvent plus de la philosophique que de la statis-tique. Un exemple assez lassique est elui de l'intelligene. Le onept est indéniablement �ou, maisle bon sens nous dit qu'il existe et qu'il serait utile de le mesurer. Les sienti�ques ont don missur pieds des indies, le plus élèbre étant le QI. Le QI mesure-t-il vraiment l'intelligene ? Di�ilede dire pare que le onept d'intelligene est lui-même �ou1. Reste que la di�ulté de la tâhe nedoit pas nous aher l'importane de ette propriété : la ohérene est fondamentale, sans doute laplus importante propriété des indies.� Su�sane : un indie est su�sant si son alul utilise toutes les informations de l'éhantillon. Celapeut semble aller de soi, mais en pratique, beauoup d'indies n'utilisent qu'une partie des données.Considérons une population de 100 personnes sur laquelle nous alulons un indie su�sant (il utilise1Pour aller un peu plus loin, il est envisageable d'inverser le proessus et de dé�nir le onept relativement à l'indie.Binet, ofondateur du QI, disait �L'intelligene ? C'est e que mesure mon test�. Derrière la boutade se ahe pourtant unevéritable idée et dans d'autres domaines, le pas a été franhi. Par exemple, pour évaluer le niveau global de l'élève, on aonstruit un indie appelé moyenne. Mais le proessus s'est inversé, la moyenne est maintenant utilisé omme dé�nition duniveau global...



2.1. DE QUOI PARLE-T-ON? 13don les 100 personnes) et un indie non su�sant (qui par exemple n'utilise que deux personnes).Si la valeur d'une unique personne est modi�ée :� L'indie su�sant est le mélange des informations de 100 personnes. Une unique valeur légère-ment modi�ée n'aura généralement que peu d'impat.� Par ontre, le alul de notre indie non su�sant se base sur deux personnes. Si la valeurmodi�ée touhe l'une de ses deux personnes, l'indie peut hanger du tout au tout. Sinon, ilne hange pas du tout.Les herheurs n'aiment pas tellement l'idée que leurs résultats (de futures �vérités sienti�que�)puissent hanger du tout au tout à ause d'une unique observation. La grande volatilité des indiesnon su�sants rend don leurs résultats moins fort.� Absene de biais : quand un herheur a alulé un indie sur un éhantillon, son désir le plusher est de généraliser son résultat. Il a envie de délarer : �Je viens de aluler un indie sur unéhantillon, si je l'avais alulé sur toute la population, il prendrait la même valeur (à quelquesdéimales prêt bien sur) et don mon résultat s'applique à tout le monde...�. A�rmation bien auda-ieuse. Les statistiiens se sont penhés sur le problème et ont déterminé que dans ertain as, lesindies prenaient e�etivement la même valeur sur les éhantillons et sur la population. Par ontre,dans d'autre as, les indies alulés sur un éhantillon sous estime ou sur estime l'indie de lapopulation orrespondante. Ces indies sont dit biaisés. Un indie biaisé alulé sur un éhantillonn'est pas généralisable à une population. D'où l'importane, pour les indies, d'être non biaisés.� E�aité : plus on travaille sur un éhantillon de taille importante, plus augmente nos hanesde trouver un indie prohe de elui de la population. Ce prinipe est assez naturel : faites unsondage auprès de vos parents prohes (éhantillon de 5 ou 6 français) pour onnaître le résultatdes prohaines életions. Peu de hane que le résultat soit juste. Sondez maintenant tout votrequartier : vous aurez une approximation plus raisonnable. Et plus vous augmenterez la taille devotre éhantillon, plus vous améliorerez la qualité de votre estimation. Cette règle générale (plusl'éhantillon est important, plus l'estimation est bonne) s'applique à tout les indies non biaisé. Parontre, tous ne onvergent pas à la même vitesse : ertains indies donnent de bons résultats dès lespetits éhantillons, d'autres ne seront aeptables que sur des éhantillons moyens, pour d'autresen�n, un éhantillon important sera néessaire. Un indie e�ae est un indie qui donne de bonrésultat dès les éhantillons de petite taille. En pratique, ette notion est assez subjetive et il estdi�ile de hi�rer l'e�aité d'un indie, mais on peut tout de même omparer les indies entreeux et savoir, parmi plusieurs, elui dont l'e�aité est la plus grande.� Robustesse : dernière propriété essentielle, la robustesse. Nous le verrons très prohainement, lesdonnées olletés dans une expériene sont rarement �propres�, elles ontiennent des erreurs, desvaleurs dites �aberrante�. Une Valeur aberrante est une observation qui, à l'évidene, est fausse.Un as typique, on demande à des patients de saisir leur date de naissane, à la plae ils entrent ladate du jour... Il est alors évident pour le herheur que l'observation est fausse, la question a étémal interprêtée. Dans e as, 'est évident. Dans d'autres as, 'est beauoup moins faile à voir. Unindie est robuste s'il résiste à la présene de valeurs aberrantes, s'il ne se laisse pas ou peu in�uener.� Polyvalene : dans ertain as, il est souhaitable d'avoir la possibilité de aluler le même indiesur des données de type di�érent. Mais ette propriété n'est pas fondamentale et peut généralementêtre négligée.� Simpliité d'évaluation : nous ne mentionnons ette dernière propriété que pour des raisonshistoriques. Pendant longtemps, la omplexité de alule de ertains indies pouvait rendre leurusage déliat, on pouvait leur préférer des indies plus simple. Aujourd'hui, à l'aire des ordinateurs,e ritère n'a plus auune raison d'être.Naturellement, es propriétés sont des indiations de qualité et auun indie ne les possède toutes om-plètement. En partiulier, la su�sane et la robustesse sont intrinsèquement ontraditoires : si un indieutilise toutes les données, alors il sera sensible aux valeurs aberrantes...



14 CHAPITRE 2. LES BASES2.1.2 NomenlatureDans nos exemples, nous avons hoisi pour nos variables des noms longs. Nous aurions pu hoisir de lesappeler [X℄ et [Y℄. Mais [Question-posee-par-Harris℄ ou plus simplement [Question℄ est beauoupplus expliite. Dans une petite étude statistique, ça n'a pas vraiment d'importane (enore que). Sur untravail onséquent, donner des noms expliites aux variables augmente grandement la lisibilité.Dans ??, Connors et ollaborateurs présentent une étude sur la pose d'un athéter sur une artère ar-diaque : ertain patients reçoivent le athéter, d'autre non. Connors note si un athéter a été posé, il noteaussi 59 autres variables (tableau 2.1.2.a).1. ROWNAMES 2. QUANTAGE 3. QUALAGE 4. SEX 5. EDU5. RACE 6. INCOME 7. PTID 8. CAT1 9. CAT211. SWANG1 12. DEATH 13. SADMDTE 14. DSCHDTE 15. DTHDTE16. LSTCTDTE 17. CA 18. CARDIOHX 19. CHFHX 20. DEMENTHX21. PSYCHHX 22. CHRPULHX 23. RENALHX 24. LIVERHX 25. IMMUNHX26. GIBLEDHX 27. MALIGHX 28. AMIHX 29. RESP 30. CARD31. NEURO 32. GASTR 33. RENAL 34. META 35. HEMA36. SEPS 37. TRAUMA 38. ORTHO 39. APS1 40. SCOMA141. DAS2D3PC 42. ADLD3P 43. WTKILO1 44. TEMP1 45. HRT146. RESP1 47. MEANBP1 48. WBLC1 49. PAFI1 50. ALB151. HEMA1 52. BILI1 53. CREA1 54. SOD1 55. POT156. PACO21 57. PH1 58. URIN1 59. DNR1 60. TRANSHXTab. 2.1.2.a � Connors, liste des variables initialesIls remarquent que pour un patient [44.TEMP1℄ = (33), [2.QUANTAGE℄= (19) et [28.AMIHX℄ = (Non).Que peuvent-ils en onlure ? Même le statistiien qui traite les données aura du mal à savoir sans seréférer à la table des abréviations (il a du mal pendant qu'il est en train de traiter les données. Si parmalheur, il termine puis est obligé de se replonger dans son étude trois mois plus tard, il ne se souvientlairement plus de rien). De même, quelle variable indique si hez un patient, un athéter a été posé ?Impossible à dire.En travaillant ave des variables dont le nom est expliite omme elle du tableau2.1.2.b, les résultatssont tout de suite beauoup plus failement interprétables :1. IdPatient 2. Age 3. AgeParClasse 4. Sexe 5. Eduation6. Rae 7. Salaire 8. AssuraneMed 9. Pathologie1 10. Pathologie211. Catheterisation 12. Mort 13. DateAdmission 14. DateDehargeHopital 15. DateDees16. DateDerniereNouvelle 17. Caner 18. Insu�saneCardiaque 19. Prb_Cardiaques 20. Prb_Neurologiques21. Prb_Psyologique 22. Prb_Pulmonaire 23. Prb_Renaux 24. Prb_Hepati 25. Prb_Immunitaire26. HemoragieGastroSup 27. TumeurSolide 28. InfartusMyoarde 29. DiagRespiratoire 30. DiagCardiaque31. DiagNeurologique 32. DiagGastrologique 33. DiagRenal 34. DiagMetabolique 35. DiagHematologique36. DiagSepsis 37. DiagTraumatique 38. DiagOrthopedique 39. APACHE 40. GLASGOW41. IndependaneDASI 42. IndependaneADL 43. Poids 44. Temperature 45. FrepCardiaque46. FreqRespiratoire 47. TensionArterielle 48. HematoGlobulesBlans 49. PressionArtO2Sonde 50. HematoAlbumine51. HematoHematorit 52. HematoBilirubin 53. HematoCreatine 54. HematoSodium 55. HematoPotassium56. PressionArtCO2 57. HematoPH 58. Urine 59. NonResuretion 60. TransferTab. 2.1.2.b � Connors, liste des variables renomméesSi [44.Température℄ = (33), lairement le patient a très froid. [2.Age℄ = (19), il est tout jeune alorsque [28.InfartusMyoarde℄= (Non) indique qu'il n'a pas eu d'infartus du myoarde. Quant à savoirle traitement qui lui a été appliqué, il su�ra probablement de regarder la variable [11.Catheterisation℄1. Quelle est la population onsidérée ?2. Quels sont les individus ?3. Quelle est, en plus de l'identi�ant, la variables en jeu ?4. Quelles sont les modalités de ette variable ?5. Quelles est l'observation du sujet 2 ?6. Donnez un exemple de modalité qui est également une observation.7. Donnez un exemple de modalité qui n'est pas une observation.



2.2. NATURE D'UNE VARIABLE 152.2 Nature d'une variable2.2.1 Prinipe de la lassi�ationLes variables mesurent des hoses extrêmement diverses. Cela va d'une ouleur à une distane en passantpar les appréiations notées sur des opies d'examen, l'état mental d'un patient, la onsommation d'unbieps en oxygène...En pratique, toutes les variables n'ont pas les mêmes propriétés. Par exemple, on peut faire la moyennedes températures de Chuine mais pas la moyenne des Oui / Non de Harris. Les variables sont don lasséesen groupes selon leurs aratéristiques mathématiques. Trois propriétés intéressent partiulièrement lesstatistiiens :
� 1. Arithmétique : peut-on additionner2les observations entre elles ?� 2a. Comparaison : ela a-t-il du sens de dire qu'une observation est plus grande qu'une autre ?� 2b. Continuité : le nombre de modalités est-il petit ou grand ?

La réponse à ses trois questions détermine le type de notre variable.
� 1. Arithmétique : Si on peut e�etuer des additions2, la variable est quantitative. Sinon elleest qualitative.� 2a. Comparaison (ou relation d'ordre) : Les variables quantitatives sont toujours omparables.Cette question ne se pose don que pour les variables qualitatives. Une variable qualitative dont lesmodalités ne sont pas omparables est dite nominale. Si ses modalités sont omparables, elle estordonnée� 2b. Continuité (ou nombre de modalité) : Cette question ne se pose que pour les variablesquantitatives. Formellement, une variable dont le nombre de modalité est �ni est dite disrète. Sile nombre de ses modalités est in�ni, elle est ontinue. En pratique, on fait une approximation : siune variable a un grand nombre de modalité, on la onsidère omme ontinue. Au �nal, une variableest disrète si elle a un petit nombre de modalité, elle est ontinue si elle a un grand nombre demodalité (ou une in�nité de modalités).

La �gure 2.2.1.a résume ette lassi�ation.
2Par addition, on entend addition et toutes les opérations arithmétiques habituelles : addition, soustration, multipliationpar un nombre, division, alul de moyenne... Pour ne pas alourdir, nous ne parlerons que d'addition, mais gardez à l'espritque toutes les autres opérations arithmétiques sont également possibles
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Type 2a. Comparaison 1. Arithmétique 2b. Beauoup de modalitésVariables qualitatives ? Non Non- Variable nominale Non Non Non- Variable ordonnée Oui Non NonVariables quantitatives Oui Oui ?- Variable disrète Oui Oui Non- Variable ontinue Oui Oui OuiFig. 2.2.1.a � Nature des variablesTout ela sera bien plus lair après quelques exemples.2.2.2 Variables qualitativesLes variables qualitatives ontiennent des données qui s'évaluent ave des mots et non ave des nombres.Elles mesurent une qualité de l'individu et non une quantité : Le métier, le sexe, l'appartenane à un partipolitique, le statut marital, le groupe sanguin, la mention au ba, le don ou non d'un dollar à Harris...Les observations sont don des mots et non des nombres, 'est pour ça qu'on ne peut pas les additionner.Dé�nition 2.2.2.a : Variable nominaleUne Variable nominale (ou Variable qualitative pure) est une variable dont on ne peut ni addition-ner, ni les ordonner les modalités.La variable [Catégorie Soio-Professionnelle℄ est un exemple de variable nominale. Ses modali-tés sont (Agriulteurs exploitants), (Artisans ommerçants / Chefs d'entreprises), (Cadres/ Professions intelletuelles supérieures), (Professions intermédiaires), (Retraités),(Employés), (Ouvriers), (Autre). Clairement, additionner (Employés) et (Ouvrier), ou a�rmer que(Employés) est plus grand que (Ouvrier) n'a pas de sens.Dé�nition 2.2.2.b : variable ordonnéeUne Variable ordonnée (ou Variable semi-qualitative est une variable dont on ne peut pas addi-tionner les modalités, mais dont on peut les ordonner.La variable [Mention-au-ba℄ entre dans ette atégorie. (Passable) est moins bien que (Assez-bien),elle-même moins bien que (Bien) ou que (Très bien). Par ontre, il n'est pas possible d'additionner(Assez-bien) et (Bien).



2.2. NATURE D'UNE VARIABLE 172.2.3 Variable quantitative (ou numérique)C'est la variable la plus utilisé. Elle omprend toutes les mesures sur lesquelles il est possible de faire desopérations et des omparaisons : performanes sportives, notes, nombre de membre de lubs, ...Dé�nition 2.2.3.a : Variable disrèteUne Variable disrète est une variable dont les modalités sont additionnables et peu nombreuses.La variable [Nombre-d-Enfant℄ peut prendre les valeurs 0, 1, 2, ... jusqu'à 10 ou 15 dans ertains asextrêmes, mais pas plus.Par opposition aux variables disrètes, les variables ontinues sont des variables numériques pouvantprendre un grand nombre de valeur (soit un nombre in�ni, soit un nombre �ni mais important). Parexemple, la variable [Distane-de-saut℄ peut prendre n'importe quelle valeur entre 0 et 10m. Elle peutprendre en partiulier des valeurs omme 5,65m ou 5,66m mais aussi 5,658m ou 5,6583m... soit une in�nitéde valeur.Naturellement, tout ela est très théorique puisque les moyens de mesure ne permettent pas une préisionin�nie. Dans la pratique, les variables ontinues sont généralement transformées en variables disrète : lesmodalités de [Distane-de-saut℄ seront les valeur 0,00m ; 0,01m ; 0,02m et ainsi de suite jusqu'à 9,99m ;10,00m. Si un athlète saute 5,6583m (a supposé qu'on soit apable d'une telle préision), on arrondi auentième le plus prohe.Dé�nition 2.2.3.b : Variable ontinueUne variable ontinue est une variable dont les modalités sont additionnables et nombreuses.2.2.4 Quelques pièges à éviter...Nombre 6⇒ quantitative : la nature d'une variable se détermine exlusivement selon la lassi�a-tion que nous venons de voir. En partiulier, si les modalités d'une variable sont des nombres, elaN'entraîne PAS automatiquement que la variable soit numérique. Par exemple, les modalités de lavariable [Départements-Français℄ sont souvent des nombres. Pour autant, on ne peut pas faire lamoyenne entre deux départements, ni prétendre que la Haute-Garonne est supérieure au Gers. D'où[Département-Français℄ est une variable qualitative nominale. De même, le [sexe℄ est souvent notéen 0 pour femme, 1 pour homme. La enore, ette variable est nominale.Ordonnée ?⇒ Quantitative : sous ertaines onditions, il est possible de transformer une variable or-donnée en une variable numérique tout simplement en attribuant des valeurs aux variables ordonnées.Par exemple, si un prof note des opies en utilisant le système A, B, C, D et E (A pour très bien, Epour pas bien du tout), il peut estimer que A vaut 18, B vaut 14, C vaut 10, D vaut 6 et E vaut 2. Cefaisant, il vient de hanger une variable ordonnée en numérique. Il peut don ensuite faire un alul demoyenne et toutes les statistiques liées aux variables numériques. Attention toutefois à la subjetivitéd'une telle transformation : un autre prof aurait peut-être fait A=20, B=15, C=10, D=5 et E=0, ouenore A=20, B=16, C=12, D=8 et E=4. Les trois enseignants n'auraient pas obtenus la même moyenne.Autre problème, une variable numérique a des propriétés d'intervalle (la di�érene entre 5 et 10 est lamême que elle entre 15 et 20) que n'a pas forément la variable ordonnée (est-e la même hose de passerde D à C que de B à A ? Rien n'est moins sur). Ce genre de transformation est don à manipuler avepréaution. Pour plus de détail sur la numérisation des variables ordonnées et des éhelles de mesures, jevous reommande l'exellent Mesurer la subjetivité en santé [Falissard01℄.Quantitative ?⇒ Ordonnée : réiproquement, il peut arriver qu'une variable ordonnée ait plus de sensqu'une variable disrète ou ontinue. Par exemple, pour un urgentiste, l'age est un fateur pronostiqueimportant de déès. Les jeunes (généralement gravement aidenté) et les personnes agées (di�ulté deréupération et fatigue générale) sont bien plus a risque que les autres. D'où, un urgentiste préfèrera lavariable ordonné [Tranhe-d-Age℄ à la variable ontinue [Age℄. Le passage de la ontinue à l'ordonnéese fait simplement en dé�nissant les lasses d'age (par exemple (20-30), (30-40), (40-50), (50-60),(60-70), (70-80), (80-90) et (90-120)) puis en attribuant à haque individu la lasse dans laquelleson age le plae.



18 CHAPITRE 2. LES BASESNominale ?⇔ Ordonnée : dans ertain as, la nature nominale ou ordonnée d'une variable qualitativepeut relever plus du hoix philosophique que mathématique : par exemple, les soiologues lassent lesmétiers en Catégories Soio-professionnelles, variable généralement onsidérée omme nominale. Mais unsoiologue peut parfaitement �déider� d'instaurer une relation d'ordre sur les CSP. Par exemple, il peutles ordonner selon le salaire moyen. Pour lui, [Catégorie-Soio-Professionnelle℄ sera don une va-riable ordonnée. Un de ses ollègues travaille sur le risque. Il ordonne don les métiers en fontion desrisques qu'ils font ourir à eux qui les exerent. Les deux soiologues n'auront pas lassé les CSP dansle même ordre, mais tous deux onsidèreront pourtant ette variable omme ordonnée.En pratique : même si ça n'est pas l'usage atuel, nous vous reommandons vivement de toujours uti-liser les vraies modalités d'une variable. Par exemple, utilisez les modalités (Homme) et (Femme) plut�tque (0) et (1) pour la variable sexe. Même (Haute-Garonne) et (Gers) nous paraissent préférable a(31) et (32). Bien sûr, 'est plus long à taper3. Mais vous y gagnerez beauoup, à deux points de vue :tout d'abord, vos résultats seront beauoup plus lisibles. �La [CSP℄ majoritaire est la (4)� est bien moinsparlant que �La [Categorie Soio-Professionnelle℄ majoritaire est (Profession libérale)�. En-suite, et 'est un point très important, les logiiels statistiques atuels sont apables de déterminer toutseul le type d'une variable, puis de hoisir l'analyse statistique orrespondante. Si vous odez [Sexe℄ en0 / 1, le logiiel identi�era votre variable omme numérique et lui appliquera automatiquement4l'analysestatistique des variables numériques... e qui dans notre as est lairement faux !2.2.5 RéapitulatifNous savons maintenant e qu'est une population, des individus, des variables et leurs modalités. Lapremière étape d'une analyse sera de dresser un tableau résumant es di�érents paramètres sous formesynthétique.Les variables de l'étude de Harris sont présentées table 2.2.5.a.Variable Nature ModalitésQuestion Nominale Heure + $ ; $ seulReponse Nominale Oui ; NonTab. 2.2.5.a � Harris, liste des variablesLes variables de l'étude de Chuine sont présentées table 2.2.5.b.Variable Nature ModalitésAnnee Continue [1200 ; 1950℄Temperature Continue [0 ; 60℄JourReolte Continue [1 ; 365℄Tab. 2.2.5.b � Chuine, liste des variables2.2.6 ExerieDans haun des as,1. Dans un questionnaire de satisfation, la diretion d'un par d'attration demande à ses lients leuropinion sur la limatisation des salles de inéma. La [température℄ est-elle Trop froide ? Correte ?Trop haude ?(a) Donnez deux exemples de modalités possibles.(b) Véri�ez les propriétés mathématiques de la variable.() En onlusion, déterminez le type de variable.3Enore que, ave l'utilisation des ordinateurs, vous pouvez très bien saisir des nombres au lavier, puis les transformeren Nom juste avant l'analyse4C'est-à-dire si vous n'y prenez pas garde. Mais n'est-e pas ourir un risque bien inutile ?



2.2. NATURE D'UNE VARIABLE 192. Dans une étude sur les illusions visuelles, un expérimentateur demande aux patients de préiserla ouleur d'un objet. Il mesure la variable [Couleur℄. Reprenez les trois points (a), (b) et () sidessus et déterminez le type de variable3. [[[variable ontinue. I omme iare ?℄℄℄
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Chapitre 3Analyse univariée3.1 Généralité3.1.1 Le prinipeL'analyse univarié onsiste à étudier les variables indépendamment, une à une. Pour haune d'entre elles,nous alulerons trois types d'indies.� 1. E�etifs : la première étape est de rassembler les données. Nous avons déjà vu, dans l'intro-dution ave Harris, que ompter les gens qui ont eu le même omportement donne une premièreidée de e qui se passe. Cette étape vient ompléter elle que nous venons de voir dans le hapitrepréédent, la dé�nition des variables (préiser les variables sur lesquelles nous allons travailleret leurs modalités possibles.)� 2. Centralité : les indies de entralité permettent de dé�nir approximativement le �entre� desobservations. Di�érentes dé�nitions de entre ont donné naissane à di�érents indies parmi lesquelson trouve la moyenne (grande star de la statistique), le mode et la médiane.� 3. Dispersion : les indies de dispersion indiquent le regroupement (ou non) des observationsautour de la valeur entrale. Là enore, di�érentes dé�nitions de �groupé� onduisent à di�érentsindies. Le plus élèbre est l'éart type.Une fois es indies alulés, on termine en les représentant graphiquement. Cette partie, souvent onsidé-rée omme aessoire par le débutant, est pourtant fondamentale.1. Il est même ertaine situation ou lestests statistiques ne peuvent pas tranher (tranhent mal) et où le reours à une représentation graphiqueest la seule solution.3.1.2 ExempleAvant d'entrer dans le détail de l'analyse univariée, un petit exemple va permettre de voir son utilité.L'exemple est tiré de situation réelle, à peine modi�é pour les besoins de la ause.Le jeudi après midi, j'enseigne les statistiques. Mes étudiants sont, omme tous les étudiants, des jeunesgens très sérieux mais vivant dans un milieu naturellement rihe en distration et peu propie à untravail régulier, régularité pourtant néessaire à la bonne marhe de leurs études. Pour les aider, j'ai doninstauré un ontr�le ontinu hebdomadaire. Chaque semaine, je me retrouve don ave un paquet deopies anonymes (le desanonymage se fait en �n de semestre en une seule fois, sous ontr�le des déléguésétudiants) que je note. Après les 5 premières semaines, les résultats sont les suivants : Semaine 1 : 8, 6,3, 6, 6, 8, 5, 7, 9, 7, 6, 8, 7, 9, 8, 9. Semaine 2 : 12, 15, 13, 15, 15, 18, 13, 14, 13, 14, 12, 16, 14, 12, 13,12. Semaine 3 : 3, 10, 11, 7, 15, 10, 18, 7, 8, 12, 15, 16, 8, 14. Semaine 4 : 3, 11, 10, 3, 4, 3, 12, 5, 18, 5,11, 4, 6, 12, 8, 13. Semaine 5 : 18, 10, 11, 13, 17, 18, 9, 16, 3, 16, 10, 17, 15, 9, 18, 8.Au passage, les opies étant anonymes, l'ordre des notes ne orrespond pas à l'ordre des étudiants.A partir de là, que dire ?3.1.2.1 E�etifsPour ommener, préisons les objets sur lesquels nous allons travailler :1Les autres, faites omme vous voulez, mais pour mes étudiants, la représentation graphique est O-BLI-GA-TOIRE !21



22 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉE� Un individu est ii une opie� Pour haque individu, nous mesurons deux variables :� [Semaine℄ peut prendre les valeurs 1, 2, 3, 4 et 5.� [Note℄ peut prendre toutes les valeurs entières entre 0 et 20.Ensuite, nous omptons. Nous pouvons assembler les individus (opies) de plusieurs manières. Ii, ellequi nous semble la plus naturelle est de grouper les opies par semaine (omme nous le verrons plus tard,il y aurait bien d'autre manière de rassembler les données). Ensuite, nous omptons le nombre de opiede haque semaine : Semaine Nombre1 162 163 144 165 16Tab. 3.1.2.a � Contr�le ontinu, e�etifs par semainePremière information, il y avait deux absents la troisième semaine.3.1.2.2 CentralitéPour bien omprendre l'intérêt des indies de entralité, représentons graphiquement les notes obtenuesla première et la deuxième semaine. Chaque note est représentée par une olonne (meilleure est la note,plus haute est la olonne) :
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Tab. 3.1.2.b � Contr�le ontinu, omparaison des semaines 1 et 2Que nous apportent es graphiques ? De manière informelle, ils nous donnent l'impression que la deuxièmesemaine, le ontr�le a été bien mieux réussi que la première. Cette impression est-elle justi�ée ? et si oui,omment la formaliser ? Autrement dit, pourrait-on trouver un indie qui résume d'un seul oup toutesles notes d'une semaine et qui rende ompte du fait que les notes de la deuxième semaine sont meilleuresque elle de la première ? Plusieurs réponses sont possibles. Les statistiiens nous proposent en partiulierd'utiliser un indie de entralité (pour l'instant, peut importe lequel et peut importe sa méthode dealul), 'est-à-dire un indie dont la valeur se situe le plus possible au �milieu� de toutes les notes. Cettevaleur est représentée graphiquement sur la �gure suivante par la ligne rouge :
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Notes, semaine 1

0
5

10
15

20

Notes, semaine 2

0
5

10
15

20

Tab. 3.1.2. � Contr�le ontinu, semaines 1 et 2 ave indie de entralitéGraphiquement, on onstate bien que les notes �gravitent� autour de la ligne. La valeur de l'indie,orrespondant à la hauteur de la ligne, est don une valeur qui représente raisonnablement bien l'ensembledes notes2. C'est un indie de entralité. Il vaut 7 pour la première semaine et 13 pour la seonde.Globalement, il nous dit �La première semaine, les notes gravitaient autour de 7, le deuxième semaine,elles tournent autour de 13�.3.1.2.3 DispersionPour omprendre l'intérêt de la dispersion, représentons graphiquement les notes obtenues la deuxièmeet la troisième semaine (graphique sur lequel nous plaçons d'ors et déjà l'indie de entralité) :
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Tab. 3.1.2.d � Contr�le ontinu, omparaison des semaines 2 et 3L'indie de entralité prend la même valeur sur les deux semaines. Pourtant, les graphiques nous donnent2Vous n'êtes pas d'aord ? Vous avez parfaitement le droit et je le reonnais, ette a�rmation est très subjetive.Malheureusement (pour eux qui ne sont pas d'aord) et heureusement (pour tous les autres), elle est aujourd'hui aeptéepar pratiquement tout le monde et et indie se retrouve partout



24 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉElairement l'impression que les deux ontr�les sont di�érents. Plus préisément, la semaine deux présentedes résultats plus homogènes que la semaine trois : en semaine deux, toutes les notes sont assez prohesde la ligne rouge (toutes les notes sont prohes de l'indie de entralité). En semaine trois, ertaines notessont prohes mais d'autres sont éloignées de ette fameuse ligne rouge. Formaliser ette uniformité ouette diversité est le but des indies de dispersion. Un indie de dispersion est un indie qui prendra unegrande valeur si les notes sont dispersées et une petite valeur si les notes sont regroupées autour de l'indieentral. Le alul et la représentation graphique des indies de dispersion est un peu plus ompliqué. Ii,nous représentons la dispersion par une boite bleue : une boite étroite dénote une faible dispersion, uneboite large représente une grande dispersion.
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Tab. 3.1.2.e � Contr�le ontinu, semaines 2 et 3 ave indie de dispersionGlobalement, l'indie de dispersion nous dit �En semaine 2, le niveau des étudiants était plut�t homogène.En semaine trois, il est plut�t disparate.�3.1.2.4 Petit bilanIl est maintenant temps de onlure ave et exemple. A la réunion de �n d'année, lorsque l'équipepédagogique se retrouve pour faire le bilan des 12 semaines d'enseignement, plut�t que d'apporter dansmon sa les 16 × 12 = 192 opie moins les quelques absenes, je présenterais à mes ollègues e petitgraphique :
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Tab. 3.1.2.f � Contr�le ontinu, bilan



3.2. EFFECTIF ET DISTRIBUTION 25Petit graphique qui me permettra de délarer : �A part la semaine 2, e groupe TD est plut�t homogène(tous les arrés bleus sont petits) et a régulièrement progressé tout au long du semestre (au fur et àmesure que les semaines passent, les petits traits rouge sont de plus en plus haut)� !Il est maintenant temps de détailler un peu plus les di�érents indies évoqués.
3.2 E�etif et distribution3.2.1 Les données du problèmeEn 2003, lors de sa partiipation à la oupe du Comminges de rugby, le Raing Club de Villeneuve deRivière (Haute Garonne) ne s'est pas trop mal débrouillé. Bravo à eux. Pour haque math, l'entraîneur(un �n statistiien) a noté le numéro du math, le résultat �nal3, le nombre de points marqués par sonéquipe et le petit ommentaire laonique qu'il ne manque jamais de lâher lorsque son équipe rentre dansles vestiaires... [Math℄ [Resultat℄ [Points℄ [Cartons℄ [Meteo℄ [Commentaire℄1 Perdu 0 0 Soleil Mauvais2 Gagné (bonus) 32 1 Soleil Exellent3 Gagné 25 0 Pluie Mauvais4 Nul 11 0 Soleil Moyen5 Gagné (bonus) 30 1 Soleil6 Gagné (bonus) 42 0 Pluie7 Perdu 6 0 Nuageux Ultra nul8 Perdu 22 0 Soleil Mauvais9 Gagné 21 1 Nuageux Mauvais10 Gagné (bonus) 31 0 Soleil11 Perdu 17 2 Soleil Mauvais12 Nul 0 3 Neige Ultra nul13 Perdu 15 2 Nuageux Ultra nul14 Gagné 27 0 Soleil Moyen15 Perdu 18 1 Pluie Bon16 Gagné (bonus) 36 0 Soleil ExellentTab. 3.2.1.a � RCV, données brutes
3.2.2 Dé�nition des variablesAvant de nous laner dans des omptages, nous devons préiser les variables sur lesquelles nous allonstravailler :3En Rugby, une équipe qui gagne en marquant plus de 30 points reçoit en plus un point de boni�ation. Il existe dondeux types de vitoire, la vitoire simple et la vitoire ave bonus



26 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉEVariable Nature Modalités[Resultat℄ Qualitative ordonnée PerduNulGagnéGagné (bonus)[Points℄ Quantitative ontinue [0 ; +∞℄[Carton℄ Quantitative disrète 0 ; 1 ; 2 ; ...[Meteo℄ Qualitative nominale SoleilPluieNuageuxNeige[Commentaire℄ Qualitative ordonnée Très mauvaisMauvaisMoyenBonExellentTab. 3.2.2.a � RCV, liste des variables[Math℄ est un identi�ant, il n'est don pas onsidéré omme une variable.3.2.3 E�etifLa liste des résultats telle qu'elle est présenté table 3.2.1.a est appelée �liste brute�. On l'a déjà vudans l'introdution, ette présentation n'est pas très astuieuse et on préfèrera don, plut�t qu'une listebrute, regrouper ensemble les maths dont les observations sont identiques, par exemple pour la variablerésultats, les �Perdu� ave les �Perdu�, les �Gagné� ave les �Gagné�... Au �nal, il y a eu 16 maths répartisde la manière suivante : [Resultat℄ Nombre d'individu par groupePerdu 6Nul 2Gagné 3Gagné (bonus) 5Total 16Tab. 3.2.3.a � RCV, e�etifs de [Resultat℄Pour obtenir e deuxième tableau, il a su�t de ompter : le nombre total d'individu (ii, un individu estun math) et le nombre d'individu dont les observations ('est à dire (Perdu), (Nul), (Gagné) et (Gagné(bonus))) sont identiques entre elles. Dans le jargon du statistiien, es deux nombres s'appellent e�etifet e�etif d'une modalité.Dé�nition 3.2.3.a : E�etifL'E�etif d'une population est le nombre total d'individu que ontient la population. On le notegénéralement n.L'E�etif d'une modalité est le nombre d'individu pour lesquels la variable prend la valeur de lamodalité. On le note ni.Dans notre exemple, l'e�etif de la population est 16, l'e�etif de la modalité (Gagné) est 3.Attention Piège : Il est important de faire la distintion entre la variable et ses e�etifs. Dans notreexemple, la variable est [Resultats℄. Le nombre d'individu du groupe N'est PAS une variable, 'est l'ef-fetif d'une variable... La table 3.2.1.a présente les observations de la variable, la table 3.2.3.a présenteles e�etifs de la variable.Fort des e�etifs, nous pouvons ompléter notre tableau :



3.2. EFFECTIF ET DISTRIBUTION 27Variable Nature Modalités : E�etifs[Resultat℄ Qualitative ordonnée Perdu : 6Nul : 2Gagné : 3Gagné (bonus) : 5Tab. 3.2.3.b � RCV, nature et e�etifs de [Resultat℄3.2.4 DistributionLe onept de distribution déoule diretement de elui d'e�etif ; une distribution est simplement la listedes ouples (Observations, E�etifs de l'observation).Dé�nition 3.2.4.a : distributionEtant donnée une variable dont les modalités sont x1, x2, ... xi, la distribution de la variable est la suitedes ouples {(xi, E�etif de xi}.
D = {(x1, n1), (x2, n2), ...(xi, ni)}Dans notre exemple, la distribution de [Resultat℄ est le ontenu de la olonne Modalités : E�etifsdans la table 3.2.3.b, à savoir {(Perdu,6) ; (Nul,2) ; (Gagné,3) ; (Gagné (bonus),5)}.Ii apparaît la première di�érene entre les variables nominales et les ordonnées. Dans une nominale, laplae des modalités dans la distribution est libre. Pour une ordonné, l'agenement des modalités se faitpar ordre roissant. Chez Harris, la distribution de la variable [Reponse℄ (qui, nous le rappelons, est unevariable nominale don non ordonnée) peut être {(Oui,52) ; (Non,148)} ou {(Non,148) ; (Oui,52)}.Par ontre, la distribution de [Resultat℄ de la oupe du Comminges N'aurait PAS pu être {(Gagné,3) ;(Perdu,5) ; (Gagné (bonus),4)) ; (Nul,2)}. Cela deviendra partiulièrement important lorsque l'onpassera à la représentation graphique de la distribution.Variable Modalités : E�etifs[Reponse℄ Oui : 52Non : 148 Variable Modalités : E�etifs[Reponse℄ Non : 148Oui : 52Tab. 3.2.4.a � Variable nominale : l'ordre est libreVariable Modalités : E�etifs[Resultat℄ Perdu : 6Nul : 2Gagné : 3Gagné (bonus) : 5 Variable Modalités : E�etifs[Resultat℄ Gagné : 3Perdu : 6Gagné (bonus) : 5Nul : 2Tab. 3.2.4.b � Variable ordonnée : l'ordre est imposé[[[Distribution onditionnelle -> Bi-variée ou ii ?℄℄℄3.2.5 FréqueneL'e�etif est un nombre absolu, 'est à dire qu'il est indépendant des autres résultats. A e titre, il peut nepas être très informatif. Par exemple, un joueur de l'équipe de Villeneuve de Rivière délare avoir perdudeux maths ette saison. Que peut-on dire de e joueur ? Rien, il manque une information, à savoir lenombre de math joués : s'il a perdu 2 maths et n'en a joué que 2, 'est plut�t déevant. S'il a joué 11maths, 'est plut�t bien.[[[exemple de la reette de uisine ? 300 g de beurre dans un gâteau pour 4, 'estbeauoup, dans un gâteau pour 15, 'est raisonnable℄℄℄D'où l'utilisation d'un indie qui prend en ompte le nombre total d'observation : la fréquene.



28 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉEDé�nition 3.2.5.a : FréqueneLa Fréquene d'une modalité xi est le nombre d'individus ni pour lesquels la variable prend la valeur
xi divisé par le nombre total d'individu. Le plus souvent, la fréquene est donnée en pourentage. Elleest notée fi.

fi = ni

n

fi = ni

n
× 100%La fréquene d'une population n'est pas onsidérée puisque toujours égale à 100%. Sur notre exemple, lafréquenes de (Perdu) est : f(Perdu) = 6/16 = 0, 375 = 37, 5%On peut don ompléter notre tableau de présentation des variables :Variable Nature Modalités : E�etifs (pourentage)[Resultat℄ Qualitative ordonnée Perdu : 6 (37,5%)Nul : 2 (12,5%)Gagné : 3 (18,75%)Gagné (bonus) : 5 (31,25%)Tab. 3.2.5.a � RCV, nature, e�etifs et fréquene de [Resultat℄En pratique, à haque fois qu'on présente un pourentage, il est indispensable de préiser la populationà laquelle il s'applique (ou de donner le hi�re absolu assoié, e qui revient au même). Par exemple,on peut failement trouver dans les journaux ou à la télévision des pseudo sondages du genre �48% desjeunes interrogés a�rment avoir déjà onsommé de la drogue�. Quel rédit peut-on apporter à e genred'a�rmation ? Cela dépend du nombre de sondés. Si le pourentage est obtenu après avoir ontaté 1000jeunes ('est le as des statistiques présenté par exemple par l'OFDT4), il est �able. S'il est obtenu auprèsde 100 personnes ('est généralement le as dans les émissions de télé grand publi du style �Attention àla marhe�), il a très peu de valeur... Plus de détails sur l'importane des hi�res absolus et relatifs dansle hapitre �Comment triher en statistique ?�[[[Sur 100 personnes, 78% aeptent de venir par téléphone,50% viennent. Combien sont venus ? + Exemple des ollèges℄℄℄.3.2.6 Données manquantesL'entraîneur de l'équipe de Villeneuve de Rivière est (selon les dires de son auxiliaire) un homme hargéde lourdes responsabilités qui ne lui laissent pas toujours le loisir d'assister aux maths de son équipe.Cette saison, il en a raté 3 (les maths 5,6 et 10). L'auxiliaire a srupuleusement noté toutes les donnéesqu'il pouvait, mais a été bien inapable de deviner le ommentaire que l'entraîneur aurait lâhé. La va-riable [Commentaire℄ présente don e qu'on appelle des données manquantes.Les données manquantes font malheureusement parti du quotidien du statistiien. On en trouve danstoutes les études et il n'existe pas de tehnique permettant de bien les gérer. Du oup, omme on ne saitpas quoi en faire, elles sont taboues et rares sont les livres de statistique qui en parlent. Nombre d'auteursse ontentent don purement et simplement de les ignorer. Pourtant, elles peuvent être responsables debiais importants.Retour à Villeneuve de Rivière. Que dire sur les ommentaires de l'entraîneur ? Les e�etifs de la variablesont les suivants : Variable Nature E�etifs[Commentaire℄ Ordonnée Ultra nul : 2(15,38%)Mauvais : 4(30,77%)Moyen : 4(30,77%)Bon : 1(7,69%)Exellent : 2(15,38%)Tab. 3.2.6.a � RCV, e�etifs et fréquene de [Commentaire℄(Moyen), (Bon) et (Exellent) ont la majorité ave 53,85%. Mais il y a trois données manquantes. Aprèsenquête, nous réussissons à trouver l'entraîneur et à lui demander pourquoi ertains de ses ommentaires4Observatoire Français des Drogues et des Toxiomanies



3.2. EFFECTIF ET DISTRIBUTION 29sont manquants. Sa réponse ne laisse auun doute : �Pare qu'ils jouaient tellement omme des fada (si),que si j'étais resté jusqu'au bout du math, j'en aurai pris un pour assommer l'autre (re-si) !�. Cela hangeomplètement la nature des données : elles ne sont pas manquantes par hasard, elles sont manquantesles jours où, selon l'entraîneur, l'équipe jouait partiulièrement mal. Si l'entraîneur avait eu la fore derester jusqu'à la �n, il aurait probablement marqué (Ultra nul)... Et le bilan serait le suivant5 :Variable Nature E�etifs[Commentaire℄ Ordonnée Ultra nul : 5(31,25%)Mauvais : 4(25,00%)Moyen : 4(25,00%)Bon : 1(6,25%)Exellent : 2(12,50%)Tab. 3.2.6.b � RCV, e�etifs et fréquene de [Commentaire℄ après orretion(Moyen), (Bon) et (Exellent) n'ont plus la majorité et le pourentage d'Ultra nul a plus que doublé !Cet exemple a l'air anedotique, malheureusement, il ne l'est pas : dans une étude sur l'aloolémie et lesaidents de la route ave dommages orporels [Reynaud02℄, Reynaud onstatent que dans 30% des as,le taux l'alool n'est pas noté (alors que 'est obligatoire). Après enquête, il s'avère qu'il n'est pas relevéquand le onduteur est physiquement inaessible, e qui dénote tout de même un aident partiulière-ment grave... Cela signi�e que les données manquantes onernent prinipalement les aidents les plusgraves... qui sont généralement liés à une forte aloolémie. Ne pas onsidérer les données manquantesentraîne don une sous estimation de nombre d'aidents dans lesquels l'alool est impliqué.Ce onstat est généralisable : les parents maltraitant leurs enfants ne donnerons pas un nombre de oupquotidien ; les alooliques vont omettre de répondre à la question sur la quantité d'alool onsommé ;plus généralement, la honte pousse le patient à ne pas répondre alors que 'est justement lui qui intéressel'expérimentateur. De même, dans les questionnaires de satisfation, seul les méontents se manifestent.Les ontents prennent rarement la peine de remplir et de renvoyer, don les données des satisfaits sontmanquantes. Inversement, quand des patients reçoivent un nouveau type de traitement, les patients sa-tisfaits ontinuent à venir, les insatisfaits arrêtent et hangent d'h�pital... Ceux qui refusent le systèmesoial ne répondront pas à un sondage... Comme vous pouvez le onstater, les valeurs manquantes sontrarement dues au hasard et posent un vrai problème.Que faire ? A notre niveau6, trois hoses sont possibles :� En première lieu, l'expérimentateur doit tout faire pour avoir des données aussi omplètes quepossible : dans les as ités i-dessus, plut�t que de donner un questionnaire à un aloolique,l'expérimentateur pourra essayer de faire passer des entretiens. Bien mené, si le patient est misen on�ane, ils donnent beauoup moins de données manquantes. Ou enore, il pourra relaner lesgens qui ont abandonné l'étude, les ontater pour qu'ils renvoient le questionnaire, bref, tout fairepour avoir des données les plus omplètes possibles.� La deuxième hose à faire relève plus de la franhise et de l'honnêteté que de la statistique pure :il faut systématiquement signaler les données manquantes. Cela n'a l'air de rien, mais 'est apital.En e�et, la �nalité des statistiques est d'établir des règles (�Il y a 95%de hane que...�, ommenous l'avons vu dans l'introdution). Or, si vous travaillez sur des données inomplètes, la règle quevous êtes en train d'établir est peut-être biaisée. Il vous faut don le signaler : �J'ai trouvé tellerègle mais je travaillais sur des données omplètes à 70% seulement�.� En�n, la majorité des études sont faites dans le but de montrer quelque hose. On peut alorsremplaer les données manquantes par le résultat qui est le plus défavorable a e que l'on veut5Nous présentons e bilan orrigé à titre pédagogique, pour mettre en valeur l'impat que les données manquantespeuvent avoir. En pratique, on ne peut pas �improviser� la valeur des données manquantes. Même si l'entraîneur nouspromet qu'il aurait mis (Ultra nul), peut-être un essai dans les inq dernières minutes l'aurait fait hanger d'avis. Don,pas de orretion possible, la variable [Commentaire℄ désigne le ommentaire �n de math, pas un ommentaire fait en �nde saison sans avoir vu l'intégralité du math.6Pour information et pour plus tard, il existe tout de même des tehniques plus ou moins valables permettant de diminuerl'impat des données manquantes. En partiulier, les imputations ou imputations multiples donnent de bons résultats ; LOCFest a bannir.



30 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉEmontrer. Un statistiien souhaitant montrer que l'entraîneur du Raing Club Villenois est un vieilaariâtre (don beauoup d'appréiations négatives) devra remplaer les valeurs manquantes pasdes (Exellent) ; à l'inverse, pour montrer qu'il fait beauoup d'éloges à son équipe il devra lesremplaer par des (Ultra nul). On omprend dès lors toute l'importane de ne pas avoir de donnéesmanquantes !En pratique, les étapes un et deux sont obligatoires. La troisième ajoute plus de rédibilité à l'étude, maisrisque aussi de la rendre inintéressante. Dans tous les as, on ajoute à la présentation des données uneolonne qui préise le nombre de valeurs manquantes.Variable Nature E�etifs Manquantes[Commentaire℄ Ordonnée Ultra nul : 2(15,38%)Mauvais : 4(30,77%)Moyen : 4(30,77%)Bon : 1(7,69%)Exellent : 2(15,38%) 3Tab. 3.2.6. � RCV, e�etifs, fréquene et données manquantes de [Commentaire℄3.2.7 Valeurs aberrantesPire que les données manquantes, on trouve les valeurs aberrantes. Une valeur aberrante est une donnéequi, à l'évidene, est fausse. Si un médein prend votre température et trouve 15�, il ne va pas spéialements'inquiéter, il va hanger de thermomètre. Pourquoi ? Pare qu'à l'évidene, votre température ne peut pasêtre de 15�. Une telle donnée indique don une erreur de mesure. Si le Raing Club de Villeneuve marque617 poins sur un math, vous allez à l'évidene onsidérer qu'il y a eu une erreur de notation lorsquel'entraîneur a reporté le sore en �n de math. Si sur un questionnaire vous demandez la date de nais-sane et qu'on vous donne la date du jour, vous saurez qu'à l'évidene, la personne aura mal lu la question.Malheureusement, toutes les valeurs aberrantes ne sont pas aussi simple à déteter. Dans??, Connorsreporte un patient dont le taux l'albumine7 est 29. Valeur aberrante ou non ? Peut-être qu'un médeins'arraherait les heveux en disant que non, personne ne peut vivre ave un taux d'albumine de 29 et qu'àl'évidene, 'est une valeur aberrante. Mais l'évidene pour lui n'est pas l'évidene pour le statistiien...Dans es as là, quand le statistiien ne sait pas, il peut toujours demander à un expert. Mais une valeuraberrante peut avoir toutes les apparenes d'une valeur innoente pour le ommun des mortels, e qui faitque le statistiien n'aura même pas l'idée de ontater un spéialiste. Exemple, un groupe de sportivesourent un 200m et annonent {22,03s ; 23,56s ; 24,13s ; 248,2}. Le statistiien va tout de suite repérer lavaleur aberrante : 248,2s pour un 200m, 'est à l'évidene impossible. Mais il passera sans doute à �tédu 22,13s, situé à plus d'une seonde sous le reord de Frane...Pire, dans ertain as, les spéialistes eux même ne peuvent pas tranher : Toujours dans??, Connorsreporte des patients dont les températures sont les suivantes : {27 ; 28 ; 28 ; 28,3 ; 29,5 ; 30,2 ; 30,9 ; 31 ;31,1 ; 31,3 ; 31,4 ; 31,7 ; ...} A priori, personne ne peut survivre a 27�. Mais à 35�, 'est possible. Dès lors,quelles sont les valeurs aberrantes ? Un spéialiste dira 32�. Un autre a�rmera qu'aux urgenes, on voitdes hoses vraiment extrêmes et il plaera la barre à 30�. Un autre aura une autre idée. D'où un problèmeréel : déterminer e qui est aberrant n'est pas toujours possible.En pratique, omment faire ?� Les données qui sont trivialement aberrantes peuvent être purement et simplement supprimées.Elles sont alors onsidérées omme des données manquantes. Il faut naturellement préiser qu'ellesont été supprimées, et justi�er leur suppression.� Pour les données sur lesquelles il y a un doute, les avis divergent. Personnellement, je pars duprinipe qu'il vaut mieux onserver une valeur fausse qu'éliminer une valeur juste. Pour mémoire,la �orretion� des données pour les faire adrer ave les théories du moment peuvent faire passer lessienti�ques à �té d'une nouvelle théorie. L'exemple le plus �agrant est la théorie de la relativité :en méanique lassique, 150 000 km/s +150 000 km/s=300 000 km/s. Dans la réalité, les physiienstrouvaient 150 000+150 000=290 000. Beauoup �arrondissaient� 290 000 à 300 000, onsidérant290 000 omme une sorte de valeur aberrante pare qu'elle ne adrait pas ave la théorie lassique.7Vous ne savez pas e que 'est ? Moi non plus. Et là est bien tout le problème du statistiien...



3.2. EFFECTIF ET DISTRIBUTION 31Cet innoent �arrondi� les faisait passer à �té de la déouverte de la relativité générale ! Don dansle doute, il vaut mieux onserver les données inhangées.� En�n, lorsqu'il a un doute ou des raisons de douter, le statistiien peut hoisir d'analyser ses donnéesave des outils �résistants� aux aberrations. De tels outils existent, ils ne néessitent pas spéialementde onnaître la ou les données suspetes, ils sont moins puissants que les outils standards. Ils sontdon à réserver pour les as où il y a un doute.Pour mémoire, même si ça n'est pas appliable dans une analyse univarié, la meilleure gestion des valeursaberrantes onsiste a faire deux fois l'analyse statique : une fois ave les données intégrales, une seondefois après élimination des valeurs aberrantes. Des résultats identiques dans les deux as donnent unegrande rédibilité à l'étude.3.2.8 Données extrêmesPour �nir ave les valeurs aberrantes, il est très important de bien les distinguer des valeurs extrêmes :une valeur aberrante est une valeur liée à une erreur de mesure ou à un hasard extraordinaire qui risquede fausser toute l'expériene (on mesure les performanes de gens �normaux� et par hasard, il y a dansla salle un athlète olympique...[[[Histoire des épinard℄℄℄) En partiulier, une valeur aberrante N'EST PASune valeur qui dérange un peu notre hypothèse... Ç à l'air évident, mais en pratique, la tentation peutêtre forte, lors du nettoyage des données (exlusion des valeurs aberrantes) d'enlever aussi les points unpeu exentrés, sorte de �valeurs aberrantes de ironstane�... Bref, hez le statistiien, l'utilisation duproverbe �Quand on veut noyer son hien, on l'ause de la rage� (ou enore �Quand on veut supprimerdes valeurs extrêmes, on les ause d'être aberrantes�) est une faute.3.2.9 Représentation graphiqueOn représente les distributions des variables qualitatives par des histogrammes (des graphiques en bâton)en mettant les observations sur l'axe des x ou par des amemberts :Il existe plusieurs types d'histogramme. Pour les variables qualitatives et disrètes, il est important queles olonnes soient disjointes pour justement montrer qu'entre deux atégories, rien n'existe (un mathpeut être perdu ou nul, mais pas a mi hemin entre perdu et nul...).
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3.2.10 Représentation graphique des variables ontinuesLa représentation graphique des variables ontinues est un peu à part de elle des autres variables. Ene�et, leur nature même (nombre in�ni ou au moins très grand de modalité possible) rend le omptagede haque modalité peu informatif, vue que haque modalité n'est présente qu'un faible nombre de fois.Pour la variable [Point℄, la modalité 0 a pour e�etif 2, toutes les autres modalités ont pour e�etif 1...L'histogramme lassique tel que nous l'avons dé�ni pour la variable disrète ne nous apporte don rien :
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Fig. 3.2.10.a � RCV, histogramme non regroupé d'une variable ontinue
On va don, au lieu d'utiliser un histogramme ave une olonne par modalité, grouper les modalités dansdes intervalles et ompter le nombre d'observation ontenu dans l'intervalle. Par exemple, on peut hoisirde grouper les modalités 10 par 10. Nous ompterons don les observations ontenues dans [0 ; 9℄, dans[10 ; 19℄, dans [20 ; 29℄ dans [30 ; 39℄ et dans [40,49℄. Au �nal, on obtient :
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Variable Intervalles : E�etifs[Point℄ [0; 9] : 3

[10; 19] : 4
[20; 29] : 5
[30; 39] : 3
[40; 49] : 1
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Tab. 3.2.10.b � E�etifs et histogramme des intervallesD'autres déoupages sont possibles : nous aurions également hoisir des intervalles de taille 2, 5 ou même20. Le hoix dépend de e que l'on herhe à mettre en évidene. Il est lair que plus on regroupe, pluson perd de l'information (l'histogramme groupe de 20 ne nous apprend pas grand hose), mais si on neregroupe pas assez, trop d'informations empêhent d'avoir un regard synthétique sur les données.
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Non regroupé Groupe de 2 Groupe de 5 Groupe de 10 Groupe de 20Fig. 3.2.10. � Di�érents regroupements possibles pour [Points℄En pratique, les logiiels statistiques hoisissent automatiquement le nombre d'intervalle de la variable(naturellement, on peut modi�er leur hoix s'il ne nous plait pas...)Attention Piège : Comme nous l'avons vu dans le paragraphe 2.2.4, il est possible de transformer unevariable ontinue en variable disrète ou en une variable ordonnée, exatement selon le même prinipeque elui que nous venons d'utiliser. Cependant, dans le as présent, ette transformation ne sert qu'à lareprésentation graphique. En partiulier, dans la suite de l'étude, [Point℄ reste une variable ontinue etlorsque nous aurons à aluler des indies, nous utiliserons les vraies observations de point. Il est donimportant de distinguer le reodage d'une variable ontinue en une variable disrète ou ordonnée (lanature de la variable hange) et une transformation momentanée ayant pour seul but une représentationgraphique (la nature de la variable ne hange pas.)[[[Distribution théorique : vrai pour les disrètes, ompliqué pour les ontinues℄℄℄3.2.11 RéapitulatifNous pouvons maintenant présenter un tableau omplet résumant les variables et leurs e�etifs :



34 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉEVariable Nature E�etifs Manquantes[Resultat℄ Ordonnée Perdu : 6 (37,5%)Nul : 2 (12,5%)Gagné : 3 (18,75%)Gagné (bonus) : 5 (31,25%) Perdu Nul Gagné Bonus
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4 3Tab. 3.2.11.a � RCV, réapitulatif3.3 Indie de entralitéLes indies de entralité permettent de dé�nir approximativement le �entre� des observations. Di�érentesdé�nitions de entre ont donnée naissane à di�érents indies parmi lesquels on trouve le mode, la médianeet la moyenne.3.3.1 Le modeLe mode est l'indie de entralité le plus failement alulable. C'est simplement l'observation ayant leplus grand e�etif.Dé�nition 3.3.1.a : ModeLe Mode (ou Valeur dominante) est l'observation la plus fréquente.Chez Harris, le mode de la variable [Reponse℄ est (Non). Conernant le Raing Club Villeneuvois, lemode de [Resultat℄ est (Perdu). Le mode d'une distribution n'est pas forément unique. Si une distribu-tion n'a qu'un mode, elle est unimodale. Si elle en a plusieurs, elle est bimodale, trimodale et ainsi de suite.En pratique, le mode est utilisé prinipalement sur des variables nominales (pas vraiment par hoix, maisplus pare que sur e type de variable, 'est le seul indie de entralité disponible...) Même dans e adre,il est a manipuler ave préaution tant sa volatilité est grande. L'industrie agro-alimentaire présente unparfait exemple de ette faiblesse. La loi oblige les produteurs de denrées alimentaires à insrire sur leursmarhandises la liste des ingrédients, et ela par ordre d'importane déroissante. Traduit en voabulairestatistique, ela signi�e que le mode doit être en tête de liste. Or, nombre de produit fortement surés,omme par exemple les on�tures, tentent de prétendre qu'ils sont rihes en fruit et faiblement suré.D'où l'idée de ne pas onsidérer le sure omme un ingrédient mais de le séparer en deux, par exemplegluose et frutose. Le mode passe don de sure à fruit :



3.3. INDICE DE CENTRALITÉ 35Composant PourentageSure (mode) 50%Fruit 35% =⇒
Composant PourentageFruit (mode) 35%Gluose 27%Frutose 23%Tab. 3.3.1.a � Comment hanger le Mode des denrées alimentairesPar un tour de passe-passe, le mode vient de sauter de sure à fruit... Ingénieux, n'est e pas ?3.3.2 La médianeLa médiane est un indie alulable sur une variable disposant d'une relation d'ordre (don qualitativeordonnée ou quantitative). Intuitivement, 'est assez simple : la médiane est l'observation qui divise lapopulation en deux groupes : 50% des individus ont une valeur inférieure à la médiane, 50% ont unevaleur supérieure. Pour la trouver, il su�t de ranger les individus par ordre roissant, la médiane estalors l'observation prise par l'individu du milieu, soit elui de rang n+1

2 .3.3.2.1 Variable qualitativeCette dé�nition est un peu théorique, mais le onept en lui-même est très simple : onsidérons lavariable [Commentaire℄. C'est une variable ordonnée : (Ultra nul) < (Mauvais) < (Moyen) < (Bon)< (Exellent). Classons les observations de ette variable par ordre roissant :1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13Ultra nul Ultra nul Mauvais Mauvais Mauvais Mauvais *Moyen* Moyen Moyen Moyen Bon Exellent ExellentIl y a 13 individus, la médiane est don l'observation de rang 13+1
2 = 7 soit l'observation (*Moyen*).Malheureusement, ette dé�nition ne peut s'appliquer que lorsque n est impair. En e�et, pour la variable[Resultat℄, il y a 16 observations :1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16Perdu Perdu Perdu Perdu Perdu Perdu Nul Nul *Gagné* Gagné Gagné Bonus Bonus Bonus Bonus BonusIdéalement, on aimerait pouvoir prendre pour médiane la valeur orrespondant à 16+1

2 = 8, 5. Maisette observation n'existe pas. On doit don hoisir une observation voisine de 8,5. Par onvention, onprend l'observation immédiatement supérieure. La médiane est don l'observation de rang 16+2
2 = 9 soitl'observation (∗Gagne∗).Dé�nition 3.3.2.a : Médiane (qualitative)Soit une population de n individus et une variable qualitative ordonnée. Considérons les individus lasséspar ordre roissant. La Médiane est l'observation prise par l'individu de rang n+1

2 si n est impair, n+2
2si n est pair.3.3.2.2 Variable quantitativePour les variables quantitatives, la dé�nition de la médiane est la même dans le as d'une variable impaire :l'observation prise par l'individu de rang n+1

2 . Par ontre, dans le as d'une variable paire, les propriétésarithmétiques des variables quantitatives permettent de ne pas avoir à hoisir entre deux observationsmais de prendre la valeur qui se situe entre les observations. Pour la variable [Points℄, on a :1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 160 0 6 11 15 17 18 21 22 25 27 30 31 32 36 42La médiane se situe don entre les observations des individus de rang 8 et 9, soit entre (21) et (22). Queprendre : 21 ? 22 ? 21 ? 22 ? Les statistiiens ont tranhé, ils lui attribuent la valeur située à mi heminentre 21 et 22, soit 21,5, la moyenne8de 21 et 22 :



36 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉEDé�nition 3.3.2.b : Médiane (quantitative)Soit une population de n individus et une variable quantitative. Considérons les individus lassés par ordreroissant. La Médiane est l'observation prise par l'individu de rang n+1
2 si n est impair, la moyenne desobservations de rang n

2 et n+2
2 si n est pair.Au �nal, la variable [Points℄ a pour médiane 21+22

2 = 21, 5.3.3.3 MoyenneLa moyenne (de son vrai nom : Moyenne arithmétique est l'indie de entralité le plus usité, tout lemonde l'a déjà manipulé simplement pare que 'est l'indie utilisé pour déterminer si oui ou non un élèveaède à la lasse supérieure. Une moyenne générale égale ou supérieur à 10 est synonyme de suès. Onpeut l'interpréter omme la valeur la plus prohe de toutes les observations.Dé�nition 3.3.3.a : moyenneLa Moyenne (ou Moyenne arithmétique) d'une variable quantitative [X℄ est la somme des observa-tions divisé par le nombre total d'observation. On la note X.
X =

∑

xi

nLe alul de la moyenne néessite des additions. Cet indie n'est don évaluable que pour des variablesquantitatives.� La moyenne de 3,4 et 5 est 3+4+5
3 = 4� La moyenne de [Cartons℄ est 0+1+0+0+1+0+0+0+1+0+2+3+0+2+1+0

16 = 11
16 = 0, 69� [Points℄= 0+32+25+11+30+42+6+22+21+31+17+0+15+27+18+36

16 = 20, 813.3.4 RéapitulatifApplique au Raing Club Villeneuvois, ela donneVariable Nature Mode Médiane Moyenne[Resultat℄ Ordonnée Perdu Gagné <ND>[Points℄ Continue <SI> 22,5 20,81[Cartons℄ Disrète 0 0 0,69[Meteo℄ Nominale Soleil <ND> <ND>[Commentaire℄ Ordonnée Mauvais, Moyen Moyen <ND>Tab. 3.3.4.a � RCV, mode / médiane / moyenneComme l'indique le tableau, pour la majorité des variables, plusieurs indies sont disponibles. Se posealors la question du hoix du meilleur indie...3.3.5 Le Best Centrality Award...Nous disposons don de trois indies de entralité. La moyenne est lairement l'indie le plus utilisé.Est-e justi�é ? Il ne nous appartient pas de tranher. Par ontre, nous pouvons véri�er les propriétés dees indies, les omparer, véri�er leurs avantages et inonvénients. Une sorte de ompétition inter-indie...8La dé�nition formelle de la médiane néessite de faire appel à la moyenne. En toute rigueur, nous devrions don dé�nirla moyenne avant la médiane. Cependant, le onept intuitif de médiane étant plus simple que elui de moyenne et lamoyenne de deux nombres étant tout de même un onept onnu de la majorité, nous privilégions ii l'ordre pédagogiqueà l'ordre formel...



3.3. INDICE DE CENTRALITÉ 37Les nominés sont :� Le mode� La médiane� La moyenne Ils onourent dans les atégories :� Cohérene dé�nitoire� Su�sane� Absene de biais� E�aité� Robustesse� Polyvalene� Simpliité d'évaluation3.3.5.1 Cohérene dé�nitoire� Le mode se onentre sur la valeur la plus fréquente. Dans le as de la variable [Point℄, ettevaleur est zéro. Pourtant, si l'on devait résumer l'ensemble de la saison pas un seul nombre, zéron'est ertes pas elui qui viendrait à l'esprit. Le mode ne respete pas la ohérene dé�nitoire� Comme nous l'avons déjà signalé, la ohérene, onept fondamental, est néanmoins subjetive.La médiane et la moyenne sont toutes deux onsidérées omme représentant raisonnablement leonept de entre9. Elles sont ohérentes.3.3.5.2 Su�sane� Le mode se onentre sur les valeurs les plus fréquentes, il ignore toutes les autres. Le mode de[Resultat℄={(Perdu,5) ; (Nul,2) ; (Gagné,3) ; (Gagné (bonus),4)) } est (Perdu). Si un (Nul)devient (Gagné), le mode ne hange pas du tout. Par ontre, si un simple (Perdu) de moins etun (Gagné (bonus)) et le mode passerait d'un extrême à l'autre, de (Perdu) à (Gagné (bonus))(alors qu'un unique math aurait une importane mineure sur la saison) : le mode n'est pas su�sant� La médiane lasse les observations pour ne onserver que elles du entre. Tout omme le mode,elle ignore la grande partie des valeurs : la médiane n'est pas su�sante� La moyenne additionne TOUTES les observations avant de les diviser par l'e�etif : la moyenneest su�sante3.3.5.3 Absene de biaisLe mode, la médiane et la moyenne sont tous des indies non biaisés . La démonstration de ettepropriété est un peu déliate, nous ne la donnerons pas ii. Toutefois, nous présenterons sur un exempleune véri�ation qui donnera une bonne idée de la démarhe générale en annexe, setion ?? Moyenne nonbiaisée.3.3.5.4 E�aitéComme l'absene de biais, l'e�aité est di�ile à démontrer. Intuitivement, elle est lié à la sensibilitéaux variations. Considérons une population dans son ensemble. Si un indie est stable, le fait d'enleverdes individus ne hangera que peu sa valeur. S'il est instable, un individu �té en trop et l'indie basule.� Le mode est très instable don peu e�ae .� La moyenne est très e�ae .� La médiane est e�ae (un peu moins que la moyenne, mais ela reste raisonnable) .Conrètement, ela signi�e que pour évaluer la moyenne d'une population, un petit éhantillon donneraune bonne préision. Pour le mode, il faudra néessairement un éhantillon important.3.3.5.5 RobustesseLa robustesse est diretement opposée à la su�sane. On ne s'étonnera don pas de onstater que lemode et la médiane sont robustes, la moyenne ne l'est pas. [[[Exemple (référene) à fouiller℄℄℄ La biologie9Vous n'êtes pas d'aord ? C'est votre droit. Refusez, tempêtez, vitupérez, remettez en ause. Peut être de votre ré�exionnaîtra un nouveau onept qui relèguera la moyenne au rang des indies périmés.



38 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉEanimale permet de bien illustrer le onept : le meilleur ami du herheur, omme haun sait, est le rat.Dans de nombreuses expérienes, des herheurs mesurent le temps que des rats mettent à traverser unlabyrinthe, pour exemple pour étudier l'e�et d'apprentissage. Lors d'un premier passage, ils ont mis untemps moyen de 22,6 seondes et un temps médian de 20 seondes. Lors du deuxième passage, les dixrats obtiennent les performanes suivantes (mesurées en seonde) : 17, 16, 19, 24, 16, 13, 15, 16, 5949et 19. Le temps moyen pour sortir du labyrinthe est 610,4 seondes, soit 10 minutes et 10 seondes. Letemps médian est 16,5 seondes... Si on onsidère la médiane, il y a un e�et apprentissage puisque letemps médian est passé de 20 à 16,5 seondes. Selon la moyenne, le deuxième passage est très lent. Aprèsexamen des données, ette forte moyenne est lié à la performane du neuvième rat : il met 5949 seondesà sortir. Comment une telle valeur est-elle possible ? Erreur de notation ? �Non, nous a répondu l'auteur,'est simplement un rat qui s'est endormi dans le labyrinthe�10 !Retour à nos indies. Un rat s'endort :� La moyenne est omplètement perturbée, elle n'est pas robuste .� La médiane ne bouge pas, elle est robuste .� Le mode n'aurait pas bougé non plus .3.3.5.6 Polyvalene� Le mode ne néessite pas d'addition ou de omparaison. Il peut don se aluler sur tous les typesde variables. Par ontre, sur des variables ontinues, il est extrêmement sensible au déoupage dela distribution : le mode de [Point℄ est zéro, si on regroupe les valeurs par 5 ou 10, le modehange omplètement. De fait, le mode ne présente auun intérêt pour les variables ontinues. Il estraisonnable polyvalent (3 sur 4).� La médiane se alule à l'aide de omparaison mais sans addition. On peut don l'évaluer sur lesordonnées et les quantitatives. Elle est raisonnablement polyvalente (3 sur 4).� La moyenne néessite des additions. On ne peut l'utiliser que sur des variables quantitatives. Elleest modérément polyvalente (2 sur 4).En pratique, l'importane de e ritère varie selon les domaines. En médeine, en biologie et autre sienesde la vie, l'usage des variables nominales est plut�t rare. La polyvalene de la médiane est don su�sante.3.3.5.7 Simpliité d'évaluationComme nous l'avons déjà préisé setion??, ette rubrique n'a plus auune raison d'être : toutes lesanalyses statistiques se font ave ordinateur. Qu'il mette 0,053 ou 0,535 seondes à faire les aluls, elan'a stritement auune importane... Pour information, le mode était faile à aluler, la médiane un peumoins et la moyenne enore moins (sur des petits jeux de données, la di�érene n'est pas évidente. Maissi un jour vous devez alulez à la main la moyenne ou le mode de 10 000 prix, hoisissez le mode...)3.3.5.8 Bilan[[[A ajouter : avantage de la médiane, sa valeur est réalisée. Cas où on pourrait l'utiliser : pour lesonours ; au lieu de dire "faut une moyenne de tant", moyenne qui hange en fontion des autres, onpourrait dire..." heu... A fouiller ! Autre tru à fouiller : la Frane est au 4ème rang des onsommateursde tru muhe en Europe℄℄℄En pratique,� Le mode n'a pratiquement que des inonvénients...� La médiane a pour faiblesse sa non su�sane. Dans l'esprit des gens, il peut sembler �injuste� quele résumé des valeurs ne prennent pas en ompte toutes les valeurs (la médiane de 3, 8, 9 est lamême que elle de 5, 8, 15 ou de 8, 8, 15... Si vous faites redoubler 8, 8 , 15 au même titre que 3,8, 9, préparez vous à reevoir les parents.� Comme nous l'avons vu ave les rats qui s'endorment, la moyenne a pour faiblesse sa grandesensibilité aux valeurs aberrantes ou extrêmes. Cette faiblesse peut parfois se orriger en exluantles valeurs aberrantes (omme dérit setion 3.2.7)10Si et exemple est authentique, nous ne pouvons néanmoins pas fournir une référene préise d'artile, vu que e genrede données sont e�aées avant publiation... Mais selon les biologistes, ela arrive régulièrement



3.4. INDICES DE DISPERSION 39Le mode est don utilisé seulement pour les variables nominales.La médiane est alulable sur des variables ordonnées. Dans e adre, 'est don elle qui sera hoisie.Conernant les variables ontinues, entre médiane et moyenne, le hoix semble di�ile. En fait, 'estl'e�aité qui va tranher. Dans les essais médiaux, inlure un patient oûte her (ela va jusqu'à10000epar patient). Dans l'enseignement, orriger un paquet de opie oûte TRÈS her (en temps). Enpsyhologie, faire se déplaer les gens pour partiiper à une expériene est également assez di�ile. Lenombre de sujet est don un ritère primordial. La moyenne étant plus e�ae que la médiane, 'estelle qui sera hoisie. Mais ça n'empêhe pas ertains auteurs de travailler ave la médiane, en partiulierquand le risque de valeur aberrante est important.La table 3.3.5.a résume la ompatibilité entre les variables et les indies de entralité (ave <ND> = NonDé�ni, <SI> = Sans intérêt, le nombre d'étoiles indiquant l'intérêt de l'indie) :Variable Mode Médiane MoyenneNominale Oui∗ <ND> <ND>Ordonnée Oui Oui∗∗∗ <ND>Disrète Oui Oui∗∗ Oui∗∗∗Continue <SI> Oui∗∗ Oui∗∗∗Tab. 3.3.5.a � Compatibilité entre les variables et les indies de entralité3.4 Indies de dispersionLes indies de dispersion donne une idée du regroupement ou de l'éparpillement des données autour del'indie de entralité.3.4.1 Dispersion pour les variables nominaleNous avons ajouté e paragraphe uniquement pour vous éviter de vous demander s'il n'avait pas étéoublié, omme il est d'ailleurs oublié dans tous les livres de statistique. Ca n'est pas un oubli : il n'existepas d'indie de dispersion pour les variables nominales... Problème réglé !3.4.2 Minimum et maximumLe minimum et le maximum sont alulables sur les variables ordonnées ou quantitatives.Dé�nition 3.4.2.a : MinimumLe Minimum d'une variable ordonné ou quantitative est l'observation la plus petite.Dé�nition 3.4.2.b : MaximumLe Maximum d'une variable ordonné ou quantitative est l'observation la plus grande.Appliqué au Raing Club Villeneuvois, on obtient :Variable Nature Minimum Maximum[Resultat℄ Ordonnée Perdu Gagné (bonus)[Points℄ Continue 0 42[Carton℄ Disrète 0 3[Meteo℄ Nominale <ND> <ND>[Commentaire℄ Ordonnée Ultra nul ExellentTab. 3.4.2.a � RCV, minimum / maximumCes deux indies donnent une idée relativement grossière de la dispersion. En partiulier, sur une saison, ilest probable que tous les lubs du Comminges auront perdu une fois, gagné une fois ave bonus, ils aurontdon tous les mêmes minimum et maximum. De même, le Stade de Labarthe de Rivière a une variable[Cartons℄ qui vaut 0, 0, 0, 3, 0, 0, 2, 0, 0, 3, 0, 0, 0, 0, 0, 3 alors que pour La serre [Carton℄={0,



40 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉE1, 1, 0, 0, 1, 0, 3, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0}. Les moyennes, minimum et maximum des trois équipes sontidentiques. Pourtant, quand on représente graphiquement les données brutes, les trois variables artonsne se ressemblent pas.
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Villeneuve Labarthes La SerreFig. 3.4.2.b � Cartons, omparaison des listes brutesD'où l'introdution de points de ontr�le intermédiaires, les quartiles.3.4.3 Les quartilesLes quartiles et les quantiles sont, omme la médiane, des indies alulables sur une variable disposantd'une relation d'ordre (don qualitative ordonnée ou quantitative). Intuitivement, 'est assez simple :� Pour mémoire, la médiane était l'observation qui divisait population en deux groupes : 50% desindividus ont une valeur inférieure à la médiane, 50% ont une valeur supérieure.� De manière similaire, le premier quartile est l'observation qui divise la population en deux groupes :25% des individus ont une valeur inférieure au premier quartile, 75% ont une valeur supérieure.� En�n, le troisième quartile est l'observation qui divise la population en deux groupes : 75% desindividus ont une valeur inférieure au troisième quartile, 25% ont une valeur supérieure.Pour les trouver, il su�t de ranger les individus par ordre roissant, le premier quartile est l'observationprise par l'individu de rang n+3
4 , le troisième est l'observation prise par l'individu de rang 3n+1

4 (le détailde ses formules est donnée setion 3.4.3.2). Comme pour la médiane, il va nous falloir distinguer lesvariables ordonnées des quantitatives.3.4.3.1 Variable qualitative ordonnéePour la variable [Commentaires℄, ela orrespond aux observations de rang 13+3
4 = 4 et 3×13+1

4 = 10soit :1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13Ultra nul Ultra nul Mauvais *Mauvais* Mauvais Mauvais Moyen Moyen Moyen *Moyen* Bon Exellent ExellentNaturellement, les problèmes qui se sont posés ave la médiane vont se poser ii aussi, en partiulier leproblème des arrondis lorsque de alul ne tombe pas juste. Plusieurs as peuvent se présenter :� Si le premier quantile a une position qui se termine en 0,25 on hoisi l'observation inférieure.� Si le premier quantile a une position qui se termine en 0,5 on hoisi par onvention [[[à véri�er℄℄℄l'observation inférieure.� Si le premier quantile a une position qui se termine en 0,75 on hoisi l'observation supérieur.� Si le troisième quantile a une position qui se termine en 0,25 on hoisi l'observation inférieure.� Si le troisième quantile a une position qui se termine en 0,5 on hoisi par onvention [[[à véri�er℄℄℄l'observation supérieure.� Si le troisième quantile a une position qui se termine en 0,75 on hoisi l'observation supérieur.Pour la variable [Resultat℄, il y a 16 observations. Les premiers et troisièmes quartiles sont don situésau rang 16+3
4 = 4, 75 que l'on arrondi à 5, et a u rang 3×16+1

4 = 12, 25 que l'on arrondi à 12 :1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16Perdu Perdu Perdu Perdu *Perdu* Perdu Nul Nul Gagné Gagné Gagné *Bonus* Bonus Bonus Bonus BonusFormaliser ette dé�nition néessite l'introdution de deux fontions : Arrondi_Inf est la fontion partieentière inférieure. Elle arrondit un nombre à l'entier le plus prohe, et quand il y a hésitation (omme



3.4. INDICES DE DISPERSION 412,5, on hésite entre 2 et 3), elle hoisi la plus petite valeur (ii : 2). Don 2 −→ 2 ; 2, 25 −→ 2 ; 2, 5 −→ 2 ;
2, 75 −→ 3 ; 3 −→ 3.A l'opposé, Arrondi_Sup arrondit un nombre à l'entier le plus prohe, et quand il y a hésitation, ellehoisi la plus grande valeur. Don 2 −→ 2 ; 2, 25 −→ 2 ; 2, 5 −→ 3 ; 2, 75 −→ 3 ; 3 −→ 3.Dé�nition 3.4.3.a : Premier quartile (qualitatif)Soit une population de n individus et une variable qualitative ordonnée. Considérons les individus lasséspar ordre roissant. Le Premier quartile (qualitatif) est l'observation prise par l'individu de rang
Arrondi_Inf

(

n+3
4

).Dé�nition 3.4.3.b : troisième quartile (qualitatif)Soit une population de n individus et une variable qualitative ordonnée. Considérons les indivi-dus lassés par ordre roissant. Le troisième quartile est l'observation prise par l'individu de rang
Arrondi_Sup

(

3n+1
4

).Au �nal, la notion de quartile se généralise, le minimum, le maximum et la médiane n'étant que desquartiles partiuliers :� Q0 : le quartile zéro (ou minimum) est l'observation qui isole les 0% inférieurs des individus.� Q1 : le premier quartile est l'observation qui isole les 25% inférieurs des individus.� Q2 : le deuxième quartile (ou médiane) est l'observation qui isole les 50% inférieurs des individus.� Q3 : le troisième quartile est l'observation qui isole les 75% inférieurs des individus.� Q4 : le quatrième quartile (ou maximum) est l'observation qui isole les 100% inférieurs des individus.3.4.3.2 Variables quantitativesDans le as de variables quantitatives, le onept est le même (séparation de la population en tranhe de
25%) mais le alul est un peu plus déliat. Considérons RangQ1, le rang du premier quartile :� RangQ1 est à mi-hemin entre l'individu de rang 1 et l'individu médian,� RangQ1 est don à mi-hemin entre l'individu de rang 1 et l'individu de rang n+1

2 .� RangQ1 est don la moyenne du rang 1 et n+1
2 'est-à-dire RangQ1 =

1+ n+1

2

2 = n+3
4 .De la même manière, RangQ3 est à mi-hemin entre la médiane et l'individu de rang n, soit RangQ3 =

n+1

2
+n

2 = 3n+1
4 .Dé�nition 3.4.3. : Rang des quartilesSoit une population de taille n.� RangQ0, le rang du quartile zéro (ou minimum), est 1� RangQ1, le rang du premier quartile, est n+3

4� RangQ2, le rang du deuxième quartile (ou médiane), est n+1
2� RangQ3, le rang du troisième quartile, est 3n+1

4� RangQ4, le rang du quatrième quartile (ou maximum), est nRetour à notre premier quartile. Quand RangQ1 est une valeur entière, le quartile est simplement l'obser-vation orrespondante. Quand RangQ1 n'est pas entier, le quartile est évalué par interpolation linéaire.Prenons 5 exemples, onsidérons les variables suivantes :� [a5℄ sur 5 individus : {6, 6, 8, 8, 8} don RangQ1 vaut 5+3
4 = 2� [a6℄ sur 6 individus : {6, 6, 8, 8, 8, 8} don RangQ1 vaut 6+3

4 = 2, 25� [a7℄ sur 7 individus : {6, 6, 8, 8, 8, 8, 8} don RangQ1 vaut 7+3
4 = 2, 5� [a8℄ sur 8 individus : {6, 6, 8, 8, 8, 8, 8, 8} don RangQ1 vaut 8+3

4 = 2, 75� [a9℄ sur 9 individus : {6, 6, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8} don RangQ1 vaut 9+3
4 = 3Pour haune d'entre elles, évaluons Q1 :� Pour [a5℄, Q1 est simplement la valeur de l'observation 2, soit (6).� Pour [a9℄, Q1 est simplement la valeur de l'observation 2, soit (8).� Pour les autres, la valeur de Q1 est hoisi entre 6 et 8 de manière proportionnelle :� Pour [a6℄ (position 2,25), Q1 sera plus prohe de 6 que de 8� Pour [a7℄ (position 2,5), Q1 sera exatement entre 6 et 8



42 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉE� Pour [a6℄ (position 2,75) Q1 sera prohe de 8Cette manière de hoisir est l'interpolation linéaire.L'interpolation linéaire onsiste, lorsqu'on hésite entre deux valeurs (par exemple 6 et 8 dans nos exemples),à traer une droite entre les valeurs et à hoisir omme quartile l'image de son rang par la droite.� Pour [a6℄ (position 2,25), Q1 sera l'image de 2,25 par la droite, soit 6,5� Pour [a7℄ (position 2,5), Q1 sera l'image de 2,5 par la droite, soit 7� Pour [a8℄ (position 2,75), Q1 sera l'image de 2,75 par la droite, soit 7,5La �gure 3.4.3. résume la manière de aluler Q1 :
[a5℄ [a6℄ [a7℄ [a8℄ [a9℄Fig. 3.4.3. � Interpolation linéairePour [a6℄, le RangQ1 est 2,25, le premier quartile est don 6,5. Le quartile est don une sorte de moyenne(moyenne pondérée pour être préis) entre ses deux valeurs voisines, pondérations qui vont dépendre desdéimales (0,25 ; 0,5 ou 0,75) du rang du artile. On dé�nit don la fontion Dec, fontion qui donne lesdéimales d'un nombre : Dec(2) = 0 ; Dec(2, 25) = 0, 25 ; Dec(2, 5) = 0, 5 et Dec(2, 75) = 0, 75Nous pouvons maintenant dé�nir formellement le premier quartile :Dé�nition 3.4.3.d : Premier quartile (quantitatif)Soit une population de n individus et une variable quantitative. Considérons les individus lassés parordre roissant.� Si RangQ1 est une valeur entière, le Premier quartile est l'observation prise par l'individu derang RangQ1.� Si RangQ1 n'est pas une valeur entière :� Soit Q1− l'observation dont le rang est immédiatement inférieure ou égal à RangQ1 et Q1+l'observation dont le rang est immédiatement supérieure ou égal à RangQ1.� Alors le premier quartile a pour valeur la moyenne de Q1− et Q1+ pondérés respetivementpar les oe�ients (1 − Dec(RangQ1) et Dec(RangQ1).

Q1 = (1 − Dec(RangQ1))× Q1− + Dec(RangQ1)× Q1+Pour la variable [a5℄, le RangQ1 = 5+3
2 = 2 est une valeur entière, le quartile est l'observation de rang2, 'est-à-dire 6.Pour la variable [a6℄, le RangQ1 = 6+3
2 = 2, 25 n'est pas une valeur entière. Dec(RangQ1) vaut 0,25,l'observation inférieure Q1− est 6, l'observation supérieure Q1+ est 8. La valeur du quartile est don

(1 − 0, 25)× 6 + 0, 25 × 8 = 6, 5. Ca marhe !Tout e que nous venons de voir est rigoureusement symétrique pour le troisième quartile :



3.4. INDICES DE DISPERSION 43Dé�nition 3.4.3.e : Troisième quartile (quantitatif)Soit une population de n individus et une variable quantitative. Considérons les individus lassés parordre roissant.� Si RangQ3 est une valeur entière, le Troisième quartile est l'observation prise par l'individu derang RangQ3.� Si RangQ3 n'est pas une valeur entière :� Soit Dec(Rang3) les déimales du rang premier quartile� Soit Q3− l'observation dont le rang est immédiatement inférieure ou égal à RangQ3 et Q3+l'observation dont le rang est immédiatement supérieure ou égal à RangQ3.� Alors le troisième quartile a pour valeur la moyenne de Q3− et Q3+ pondérés respetivementpar les oe�ients (1 − Dec(RangQ3) et Dec(RangQ3).
Q3 = (1 − Dec(RangQ3))× Q3− + Dec(RangQ3)× Q3+3.4.3.3 ExempleRetour au Raing Club Villeneuvois. Calulons les quartiles de la variable [Point℄ :� Le rang de Q1 est RangQ1 = 16+3

4 = 4, 75. Q1 se situe entre 11 et 15. Plus préisément, Q1 =
0, 25 × 11 + 0, 75 × 15 = 14� Le rang de Q3 est RangQ3 = 3×16+3

4 = 12, 25. Q3 se situe entre 30 et 31. Plus préisément,
Q1 = 0, 75 × 30 + 0, 25 × 31 = 30, 251 2 3 4 |*| 5 6 7 8 9 10 11 12|*|13 14 15 160 0 6 11|*|15 17 18 21 22 25 27 30|*|31 32 36 42Variable Nature Q0 Q1 Q2 Q3 Q4[Resultat℄ Ordonnée Perdu Perdu Gagné Gagné (bonus) Gagné (bonus)[Points℄ Continue 0 12,25 21,5 30,25 42[Carton℄ Disrète 0 0 1 1 3[Meteo℄ Nominale <ND> <ND> <ND> <ND> <ND>[Commentaire℄ Ordonnée Ultra nul Mauvais Moyen Moyen ExellentTab. 3.4.3.e � RCV, les quartiles3.4.3.4 Autres quantilesDe la même manière que les inq quartiles déoupent les individus en groupe de 25%, les onze déilesdéoupent la population en groupes de 10%, les ent-un entiles la déoupe en groupe de 1%... Là enore,quand le rang d'un quantile ne tombe pas juste, on le alule à l'aide d'une interpolation linéraire. Lesprinipes et les dé�nitions sont similaires à elles des quartiles, nous ne détaillerons pas ii.3.4.4 L'étenduL'étendu n'est alulable que sur les variables quantitatives. En e�et, son alul néessite une soustration.Dé�nition 3.4.4.a : ÉtendueL'Étendue d'une variable quantitative est la distane séparant le minimum du maximum.

Etendue = Minimum− Maximum = Q4 − Q0Pour [Points℄, l'étendu est 42-0=42. Pour la variable [b5℄ prenant les valeur { 5, 7, 9, 10, 11}, l'étenduest 11-5=6.L'étendue inter quartile est la distane séparant les quartiles Q1 et Q3. Elle est surtout utilisée dansla onstrution des boîtes à moustahes (représentation graphique des quartiles, omme nous le verrons



44 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉEsetion ??) ar elle délimite en espae ontenant 50% des observations (25% des observations sont endessous de Q1, 25% sont au-dessus de Q3 don 50% sont entre Q1 et Q3)Dé�nition 3.4.4.b : étendue inter quartileL'Étendue inter quartile d'une variable quantitative est la distane séparant le premier quartile dutroisième.
EtendueIQ = Q3 − Q1Pour [Points℄, l'étendu inter quartile est 30,25-14=16,25. Pour la variable [b5℄, l'étendu inter quartileest 10-7=3.Variable Nature Q0 Q1 Q2 Q3 Q4 Étendue Inter quartile[Resultat℄ Ordonnée Perdu Perdu Gagné Gagné (bonus) Gagné (bonus) <NA> <NA>[Points℄ Continue 0 14 21,5 30,25 42 0 16,25[Carton℄ Disrète 0 0 1 1 3 3 1[Meteo℄ Nominale <ND> <ND> <ND> <ND> <ND> <NA> <NA>[Commentaire℄ Ordonnée Ultra nul Mauvais Moyen Moyen Exellent <NA> <NA>Tab. 3.4.4.a � RCV, les quartiles et étendue3.4.5 Représentation graphique : la boite à moustaheDans le as d'une variable quantitative, la médiane et les quartiles se prêtent à une représentation gra-phique partiulièrement astuieuse, la boite à moustahe (ou box plot en anglais). Cette boite repré-sente d'un seul oup la entralité, la dispersion et met en valeur d'éventuelles points extrêmes à surveiller.Pour la traer, nous avons besoin des quartiles Q1, Q2, Q3 et de nouveaux onepts propres aux boîtesà moustahe : les barrières et les adhérenes. Nous les introduirons au fur et à mesure de nos besoins.Pour ommener et pour plus de simpliité, abandonnons momentanément nos Villeneuvois pour nousintéresser à leur grand rivaux de toujours : Le Stade de Labarthe. Leur variable [Point℄ vaut {0, 11, 20,21, 22, 24, 26, 30, 38} (9 math, déjà ordonnées).Pour ommener, onsidérons une règle graduée allant du minimum 0 au maximum 38 (ave les observa-tions)

Puis traçons un trait vertial large à l'emplaement de la médiane Q2=22, des traits vertiaux à l'empla-ement des deux quartiles Q1=20 et Q3=26
Ensuite, joignons les quartiles Q1 a Q3 par des segments :
La boîte ainsi obtenue a la propriété de ontenir 50% des observations puisqu'elle délimite l'espae interquartile.



3.4. INDICES DE DISPERSION 45Il nous reste à traer les moustahes. Pour ela, nous avons besoin des barrières :Dé�nition 3.4.5.a : Barrière inférieureLa Barrière inférieure est une valeur imaginaire en dessous de laquelle une observation est onsidéréeomme extrême. Cette valeur est lassiquement �xé à une distane de 1, 5 × EtenduIQ au dessous dupremier quartile.
BarInf = Q1 − 1, 5 × EtenduIQ.Dé�nition 3.4.5.b : Barrière supérieureLa Barrière supérieure est une valeur imaginaire au dessus de laquelle une observation est onsidéréeomme extrême. Cette valeur est lassiquement �xée à une distane de 1, 5 × EtenduIQ au dessus dutroisième quartile.
BarSup = Q3 + 1, 5 × EtenduIQ.Dé�nition 3.4.5. : points extrêmesLes Points extrêmes sont les observations dont les valeurs sont stritement inférieure à la barrièreinférieure ou stritement supérieure à la barrière supérieure.

Extreme = {Obs < BarInf} ∪ {Obs > BarSup}Les barrières sont don :� Inférieure : BarInf = Q1 − 1, 5 × EtenduIQ = 20 − 1, 5 × 6 = 11� Supérieure : BarSup = Q3 + 1, 5 × EtenduIQ = 26 + 1, 5 × 6 = 35.
Mais es barrières ne sont là que pour nous permettre de plaer les valeurs adhérentes :Dé�nition 3.4.5.d : Valeur adhérente inférieureLa Valeur adhérente inférieure est la plus petite des observations non extrêmes.

V alAdhInf = min{Obs ≥ BarInf}Dé�nition 3.4.5.e : Valeur adhérente supérieureLa Valeur adhérente supérieure est la plus grande des observations non extrêmes.
V alAdhSup = max{Obs ≤ BarSup}Graphiquement, la valeur adhérente supérieure est don l'observation la plus prohe de la barrière su-périeure tout en étant située sur sa gauhe (soit 30 sur notre exemple), la valeur adhérente inférieureest l'observation la plus prohe de la barrière inférieure et située sur sa droite (soit 11, l'égalité étantaepté). Les �moustahes� sont des traits vertiaux situés sur les valeur adhérentes et reliés aux quartilespar une ligne :

Il ne nous reste plus qu'à e�aer les traits de onstrution et la boite à moustahe est maintenant terminée :
La même hose faite par le logiiel �R� :



46 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉE
Les boîtes à moustahes sont en partiulier utiles pour omparer rapidement les variables de di�érentsgroupes. Par exemple, pour la oupe du Comminges, les boîtes à moustahes des sores des di�érents lubnous permettent de voir les lubs réguliers (omme La Serre, abonné aux résultats médiore, Valentine etLabarthe, pratiquement toujours bon) des lubs irréguliers (omme Villeneuve, Montréjeau et Pointis).3.4.6 La varianeLes quartiles permettent de mesurer la dispersion. Mais ils sou�rent des mêmes défauts que la médiane,en partiulier de la non su�sane. D'où le besoin d'un autre indie de dispersion qui serait su�sant.3.4.6.1 L'éart moyenLe problème est de trouver un indie qui serait grand lorsque les observations sont dispersées, petit quandelles sont regroupées ('est la dé�nition même de l'indie de dispersion) et qui prennent en ompte toutesles valeurs. La première idée qui peut venir à l'esprit est de onsidérer l'éart entre haque observationet la moyenne.Dé�nition 3.4.6.a : ÉartsÉtant donnée une variable [X℄ et une observation xi, l'Éart à la moyenne de xi est la valeur del'observation moins la moyenne des observations.

Ecart(xi) = xi − XSur l'exemple des notes :

Tab. 3.4.6.a � Contr�le ontinu, éart a la moyennePour la semaine 2 :� Les notes sont {9,12,10,12,12,10,10,11,15,11,12,13,11,9,10,9}� La moyenne vaut 11� Les éarts sont {-2,+1,-1,+1,+1,-1,-1,0,+4,0,+1,+2,0,-2,-1,-2}Pour la semaine 3 :



3.4. INDICES DE DISPERSION 47� Les notes sont {7,19,11,3,15,10,16,7,10,6,12,5,15,18,8,14}� La moyenne vaut 11� Les éarts sont {-4,+8,0,-8,+4,-1,+5,-4,-1,-5,+1,-6,+4,+7,-3,+3}Notre objetif est de onstruire un indie de dispersion. Comment les éarts peuvent-ils être utilisé danse sens ? La première idée est d'en faire la moyenne. On obtient� Semaine 2 : −2+1−1+1+1−1−1+0+4+0+1+2+0−2−1−2
16 = 0� Semaine 3 : −4+8+0−8+4−1+5−4−1−5+1−6+4+7−3+3
16 = 0Notre tentative d'indie donne un résultat toujours nul ! Cela est dû au fait que les éarts positifs etnégatifs se ompensent, leur somme est don nulle. Ce alul n'aboutit don pas à un indie de entralité.Pourtant, l'idée de base était bonne et en prenant, non pas les éarts, mais la valeur absolue des éarts,on obtient e�etivement un indie de dispersion appelé l'éart moyen.Dé�nition 3.4.6.b : Éart moyenL'Éart moyen d'une variable [X℄ est la moyenne des valeurs absolues de ses éarts.

EM(X) = Moy{|Ecart(xi)|} =

∑

|Ecart(xi)|

n
=

∑

|xi−X|

nSur notre exemple :� EC(Semaine2) = |−2|+|1|+|−1|+|1|+|1|+|−1|+|−1|+|0|+|4|+|0|+|1|+|2|+|0|+|−2|+|−1|+|−2|
16 = 1, 25� EC(Semaine3) = |−4|+|8|+|0|+|−8|+|4|+|−1|+|5|+|−4|+|−1|+|−5|+|1|+|−6|+|4|+|7|+|−3|+|3|
16 = 4L'éart moyen indique une dispersion de 1,25 pour la semaine 2 et une dispersion de 4 pour la semaine3. Son alul utilise toutes les valeurs (il est don su�sant), et indie semble don onvenir. Pourtant,en pratique, il est assez peu utilisé pare qu'il présente un défaut majeur, invisible aux yeux du profane :pour le aluler, nous avons utilisé des additions, une division et des valeurs absolues. Or, la fontion va-leur absolue n'est pas une �bonne fontion�11 Conrètement, ela rend l'éart moyen di�ile à manipuler.D'où le besoin d'un autre indie.3.4.6.2 La varianeNotre première idée était de onsidérer les éarts, la valeur absolue n'a été utilisée que pour supprimer lessignes négatifs. Il existe une autre fontion permettant de supprimer des signes négatifs, 'est la fontionarré. La fontion arrée est une bonne fontion, dérivable et d'utilisation faile. En alulant la moyennedes arrés des éarts, on obtient un autre indie de dispersion appelé la variane :Dé�nition 3.4.6. : VarianeLa Variane d'une variable [X℄ est la moyenne des arrés de ses éarts.

V (X) = Moy{Carre(Ecart(xi))} =

∑

(Ecart(xi))
2

n
=

∑

(xi−X)2

nSur notre exemple :� V (Semaine2) = (−2)2+12+(−1)2+12+12+(−1)2+(−1)2+02+42+02+12+22+02+(−2)2+(−1)2+(−2)2

16 = 2, 5� V (Semaine3) = (−4)2+82+02+(−8)2+42+(−1)2+52+(−4)2+(−1)2+(−5)2+12+(−6)2+42+72+(−3)2+32

16 = 21, 75La variane est don un indie petit pour la semaine 2, grand pour la semaine 3, su�sant et n'utilisantque des fontions simples (addition, arré et division). C'est un bon indie de dispersion. Et pourtant...3.4.7 L'éart typeDans leur grande majorité, les variables quantitatives sur lesquelles les herheurs travaillent mesurentune quantité et sont don dotées d'une unité : les âges de Connors sont en années, les rats traversentdes labyrinthes en seondes, les températures de Chuine sont en degré... Lorsque l'on travaille sur desdonnées possédant une unité, on doit respeter ertaines règles. En majorité, es règles sont tellementnaturelles qu'on les applique intuitivement. D'autres sont moins évidentes. Pour mémoire :11La notion de �bonne fontion� ou de fontion �mathématiquement sympathique� peut surprendre. Pourtant, il existeen mathématique des bonnes et des mauvaises fontions. En partiulier, une bonne fontion est une fontion qui se laissefailement manipuler : on peut aluler ses valeurs, (ça n'est pas le as de toutes les fontions, il existe des fontions donton ne peut pas aluler les valeurs), lui additionner d'autres fontions, la dériver... La valeur absolue n'entre pas dans eadre ar elle n'est pas dérivable. C'est don une fontion que l'on préfère éviter.



48 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉE� R1 : On peut additionner ou soustraire une variable qui a une unité U a une autre variable qui àla même unité U , le résultat est mesuré en U : j'ai ouru 1000m e matin et 500m et après midi,soit un total de 1000 + 500 = 1500m aujourd'hui.� R2 : On peut multiplier une variable qui a une unité U par un nombre (sans unité), le résultatest mesuré en U : j'ai ouru 1000m et j'ai reommené 3 fois, soit 3 × 1000 = 3000m� R3 : On peut diviser une variable qui a une unité U par un nombre (sans unité), le résultat estmesuré en U : j'ai ouru 2000m, la moitié le matin et l'autre moitié l'après midi. J'ai don ouru
2000

2 m e matin.� R4 : On peut multiplier une variable qui a une unité U par une autre variable qui a une unité U ,le résultat est mesuré en U2 : e terrain à une longueur de 50m et une largeur de 30m, sa super�ieest don de 1500m2� R5 : Dans ertain as, on peut onsidérer la raine d'une variable. Si la variable a pour unité U2,sa raine a pour unité U : ette salle est arrée, elle fait 100m2, son oté mesure don √100 = 10m� On ne peut pas additionner deux variables dont les unités sont di�érentes : e matin, j'ai ouru
500m sous une température de 17�et j'ai bu 1L d'eau...Fort de es règles, qu'elle est l'unité de la moyenne ? Une moyenne se alule en additionnant des variables(R1, pas de hangement d'unité) puis en divisant par un nombre (R3, toujours pas de hangement d'unité).La moyenne onserve dont l'unité de la variable. Quelle est l'unité de la variane ? Une variane se aluleà partir des éarts (R1, pas de hangement d'unité), en les élevant au arré (R4, don l'unité passe auarré), en additionnant (R1, pas de hangement, l'unité reste au arré) puis en divisant par un nombre(R2, pas de hangement). L'unité de la variane est don le arré de elle de la variable. Les températuresde Chuine sont en degré, la moyenne des températures est en degré, la variane des températures est endegré au arré. Même si ela hoque un peu le bon sens, mathématiquement, ela ne pose auun problème.Ce qui en pose plus, 'est que la moyenne et la variane ne sont pas évaluées dans la même unité. Onne va don pas pouvoir additionner la moyenne et la variane. On ne va pas plus pouvoir les omparerou plus simplement les représenter graphiquement sur le même shéma (omme on avait pu faire pour lamédiane et les quartiles). La variane est don un indie de entralité qui a beauoup de qualités, maisson unité pose un problème. D'où l'introdution d'un nouvel indie, l'éart type :Dé�nition 3.4.7.a : Éart typeL'Éart type d'une variable [X℄ est la raine arré de sa variane.

s(X) =
√

V (X) =

√
∑

(Ecart(xi))2

n
=

√
∑

(xi−X)2

nL'éart type hérite de tous les avantages de la variane et son unité est la raine arré de elle de lavariane, 'est à dire la même que elle de la moyenne et des observations. L'éart type est don un indieave beauoup de qualité...3.4.8 Variane et éart type orrigéLa variane et l'éart type sont à priori des bons andidats dans la ourse au meilleur indie de dispersion :ils sont ohérents, su�sants (en ontre-partie non robuste) et e�aes. Pourtant, ils présentent une faille(et de taille) : ils sont biaisés. Nous présentons en annexe un exemple qui donne une intuition de ebiais. Conrètement, la variane évaluée sur un éhantillon est une sous estimation de la variane dela population. Les mathématiiens sont allés plus loin dans leur analyse, ils ont quanti�é ette sousestimation : si l'éhantillon est de taille n, la variane de la population est en réalité n
n−1 fois plus grandeque elle de l'éhantillon. Pour onnaître la véritable variane de la population, il faut don orriger lavariane en la multipliant par un fateur n

n−1 . Ce nouvel indie est appelé variane orrigée :Dé�nition 3.4.8.a : Variane orrigéeLa Variane orrigée d'une variable [X℄ mesuré sur un éhantillon de n individus est la varianemultiplié par n
n−1

V C(X) = V (X) × n
n−1 =

∑

(Ecart(xi))
2

n−1 =

∑

(xi−X)2

n−1De la même manière, l'éart type étant la raine de la variane, l'éart type orrigé est la raine de lavariane orrigé :



3.5. ANALYSE UNIVARIÉ : BILAN 49Dé�nition 3.4.8.b : Éart type orrigéL'éart type orrigé d'une variable [X℄ est la raine arré de sa variane orrigé.
sc(X) = Racine(V C(X)) =

√

∑

(Ecart(xi))2

n−1 =

√

∑

(xi−X)2

n−1En pratique, lorsque l'on travaille sur un éhantillon de grande taille, n
n−1 est pratiquement égal à un etla variane est pratiquement la même que la variane orrigée. Par ontre, sur des éhantillons de petitetaille, la di�érene peu être plus sensible.3.4.9 RéapitulatifNous pouvons maintenant présenter un tableau omplet résumant les variables et les indies de dispersion :Variable Nature Q0 Q1 Q2 Q3 Q4 Étendue Inter Variane Variane Éart type Éart typequartile orrigée orrigé[Resultat℄ Ordonnée Perdu Perdu Gagné Bonus Bonus <NA> <NA> <NA> <NA> <NA> <NA>[Points℄ Continue 0 14 21,5 30,25 42 0 16,25 143,03 152,56 11,96 12,35[Carton℄ Disrète 0 0 1 1 3 3 1 0,84 0,90 0,92 0,95[Meteo℄ Nominale <ND> <ND> <ND> <ND> <ND> <NA> <NA> <NA> <NA> <NA> <NA>[Commentaire℄ Ordonnée Ultra nul Mauvais Moyen Moyen Exellent <NA> <NA> <NA> <NA> <NA> <NA>Tab. 3.4.9.a � RCV, indies de dispersion3.4.10 Pour �nir : le Best Dispersion Award...Nous ne reprendrons pas ii toutes les qualités des indies de dispersion [[[prinipalement pare que jesuis bien inapable de aluler la onvergene du mode, ou de savoir si l'étendue est biaisé... A voirpour l'an prohain℄℄℄ Globalement, les quartiles ont les même avantages et inonvénients que la médiane,l'éart type orrigé a les mêmes avantages et inonvénients que la moyenne. N'importe omment, le alulde la variane est intimement lié à la moyenne, le alul des quartiles est lié à la médiane. On ne peutdon pas hoisir un indie de dispersion indépendamment de l'indie de entralité. Soit on utilise le blomédiane-quartile, soit le blo moyenne-éart type.En pratique, le blo moyenne-éart type est préféré, prinipalement pour sa su�sante et pour son e�aité.Mais si l'on soupçonne les données de ontenir des valeurs aberrantes indéelables, il sera plus sage detravailler ave la médiane et les quartiles. En�n, dans un as omme dans l'autre, une boîte à moustahesest un bon omplément.

3.5 Analyse univarié : bilanDans tout e qui préède, nous avons présenté une analyse univariée exhaustive. En pratique, l'analyseunivariée est beauoup plus ourte. Nous vous donnons don ii un exemple d'analyse univariée, enpremier lieu sur un exemple que vous onnaissez bien, puis sur un exemple réel.3.5.1 Le Raing Club de VilleneuveEn 2004, omme tous les ans, le Raing Club de Villeneuve de Rivière a partiipé à la oupe du Com-minges. Voilà le tableau résumant la saison.



50 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉE[Math℄ [Resultat℄ [Points℄ [Carton℄ [Meteo℄ [Commentaire℄Math Resultat Points Carton Meteo Commentaire1 Perdu 0 0 Soleil Ultra nul2 Gagné (bonus) 124 1 Soleil Bon3 Perdu 15 1 Nuageux Mauvais4 Nul 11 Soleil Mauvais5 Perdu 10 1 Soleil Ultra nul6 Perdu 13 2 Soleil7 Perdu 6 1 Soleil Ultra nul8 Perdu 22 0 Nuageux Moyen9 Perdu 11 1 Pluie Mauvais10 Gagné (bonus) 35 0 Soleil Bon11 Nul 17 2 Soleil12 Nul 10 3 Soleil Mauvais13 Perdu 3 0 Soleil Ultra nul14 Perdu 17 2 Soleil Moyen15 Perdu 14 1 Soleil Mauvais16 Perdu 0 8 Soleil Ultra nulTab. 3.5.1.a � RCV2004, données brutesLes variables sont : Variable Nature Modalités[Resultat℄ Qualitative ordonnée PerduNulGagnéGagné (bonus)[Points℄ Quantitative ontinue [0 ; +∞℄[Carton℄ Quantitative disrète 0 ; 1 ; 2 ; ...[Meteo℄ Qualitative nominale SoleilPluieNuageuxNeige[Commentaire℄ Qualitative ordonnée Très mauvaisMauvaisMoyenBonExellentTab. 3.5.1.b � RCV, liste des variablesLe résultat de l'analyse univariée est séparé en plusieurs tableaux, selon la nature des variables :Variable Nature E�etif Mode NA[Meteo℄ Nominale Soleil : 13Pluie : 1Nuageux : 2 Nuageux

Pluie

Soleil

Soleil 0Tab. 3.5.1. � RCV04, variable nominalePetit détail : par rapport à la saison 2003, la variable météo a une modalité de moins (Neige). Dans notreas, [Meteo℄ n'est pas très préise. Pourrait-elle prendre des modalités omme brouillard, verglas, vent ?Rien ne le préise dans ette étude.A part ça, rien de partiulier n'émerge de e tableau (si e n'est que tout de même, il fait beau dans lesud-ouest...)



3.5. ANALYSE UNIVARIÉ : BILAN 51Variable Nature E�etifs Q0 Q1 Q2 Q3 Q4 NA[Resultat℄ Ordonnée Perdu : 11Nul : 3Gagné : 0Bonus : 2 Perdu

0
2

4
6

8
10 Perdu Perdu Perdu Nul Bonus 0[Commentaire℄ Ordonnée Ultra nul : 5Mauvais : 5Moyen : 2Bon : 2Exellent : 0 Ultra nul Mauvais Moyen Bon Excellent

0
1

2
3

4
5 Ultra Nul Ultra Nul Mauvais Moyen Bon 2Tab. 3.5.1.d � RCV, indies de dispersionCe tableau est nettement plus informatif : la médiane de [Résultat℄est (Perdu) : le RCV a perdu aumoins 50% de ses math. Pire le troisième quartile vaut (Nul). Le RCV a gagné moins de 25% de sesmath. La saison n'a pas été très bonne...Les ommentaires de l'entraîneur on�rment.Variable Nature Graphique Q0 Q1 Q2 Q3 Q4 Moyenne Éart type NA[Points℄ Continue

0 40 80 120

0
2

4
6

8
10

0
20

60
10

0 0 9 12 17 124 19,25 28,30 0
[Cartons℄ Disrète

0
1

2
3

4
5

6

0
2

4
6

8 0 0 1 2 8 1,53 1,93 1
Tab. 3.5.1.e � RCV 2004, variables quantitativesDeux éléments attirent notre attention : le maximum de [Points℄ est (124). C'est un résultat très peuprobable, sûrement une valeur aberrante. Suite à e que nous avons publié sur lui, l'entraîneur refuse denous reevoir. Nous arrivons tout de même, après enquête, à déterminer qu'auune des autres équipesengagées dans la ompétition n'a marqué plus de 60 points sur un math. Nous déidons don de onsi-dérer (124) omme une valeur aberrante.Un autre problème est posé par la variable [Carton℄. Son maximum est 8. Là enore, ela semble assezirréaliste, mais après enquête, personne peut nous a�rmer formellement que ça n'est pas arrivé (et nousobtenons la ertitude qu'il y a eu dans un autre lub 5 artons). Nous déidons don de onserver ettedonnée. En as d'analyse plus poussée, nous privilégierons l'utilisation de la médiane (bonne résistaneaux valeurs aberrante) à la moyenne.D'où, après orretion, le tableau devient :



52 CHAPITRE 3. ANALYSE UNIVARIÉEVariable Nature Graphique Q0 Q1 Q2 Q3 Q4 Moyenne Éart type NA[Points℄ Continue
0 10 20 30

0
1

2
3

4
5

0
5

15
25

35 0 8 11 16 35 12,27 8,90 1
[Carton℄ Disrète

0
1

2
3

4
5

6

0
2

4
6

8 0 0 1 2 8 1,53 1,93 1
Tab. 3.5.1.f � RCV 2004, variables quantitativesOn remarque que la suppression de la valeur aberrante n'a pratiquement pas d'impat sur la médiane.Par ontre, la moyenne pas de 19,25 à 12,27, e qui onstitue tout de même une variation importante...



Chapitre 4Approhe intuitive des propriétés desindiesNous allons maintenant donner une approhe intuitive de la manière dont sont véri�és quelques proprié-tés des indies énonés setion 2.1.1. Naturellement, les minis exemples que nous allons vous présentern'ont pas la prétention de prouver quoi que e soit, ils servent juste de support pour approfondir le onept.Petit rappel : dans une étude réelle, nous disposons d'une population très grande. Sur ette population,nous aimerions onnaître la valeur d'un indie. Cette valeur est appelée le sore vraie). Mais ommela population est trop grande, nous ne pouvons pas aluler le sore vraie. Nous nous ontentons donde aluler l'indie sur un éhantillon (valeur estimée), puis nous généralisons la valeur estimée à lapopulation.4.1 BiaisLe problème est de savoir si la valeur estimée est une bonne approximation de la valeur vraie.Pour véri�er ela, nous allons onsidérer une population �tive omposée de 4 ( !) individus I1, I2, I3et I4, une unique variable [X℄ prenant pour valeur {1 ;3 ;4 ;6}. Ensuite, nous allons extraire de ettepopulation des éhantillons de taille 2. Pour une population de taille 4, il existe 6 éhantillons possibles :
e1.2 = {I1; I2}, e1.3 = {I1; I3}, e1.4 = {I1; I4}, e2.3 = {I2; I3}, e2.4 = {I2; I4} et e3.4 = {I3; I4}. Pourvoir si un indie est biaisé, nous allons aluler la valeur vrai de l'indie (don la valeur de l'indie sur lapopulation) et la valeur estimée de l'indie sur haun des éhantillons. La moyenne des valeurs estimésest appelé espérane des estimations ('est la valeur entrale des valeurs estimés ; elle est appelé espéranepare que quand on prend un éhantillon au hasard, 'est la valeur la plus probable). Si la valeur vraieet l'espérane des estimations sont égales, l'indie est non biaisé. Sinon, l'indie est biaisé.Moyenne� La moyenne de la population est X = 1+3+4+6

4 = 3, 5.� Les moyennes des éhantillons sont e1.2 = 2, e1.3 = 2, 5, e1.4 = 3, 5, e2.3 = 3, 5, e2.4 = 4, 5 et
e3.4 = 5.� L'espérane des moyennes estimées est 2+2,5+3,5+3,5+4,5+5

6 = 3, 5� l'espérane étant égale au sore vrai, la moyenne est non biaisée.Variane� La variane de la population est V (X) = ((1−3,5)2+(3−3,5)2+(4−3,5)2+(6−3,5)2

4 = 3, 25.� Les varianes des éhantillons sont V (e1.2) = 1, V (e1.3) = 2, 25, V (e1.4) = 6, 25, V (e2.3) = 0, 25,
V (e2.4) = 2, 25 et V (e3.4) = 1.� L'espérane des varianes estimées est 1+2,25+6,25+0,25+2,25+1

6 = 2, 17� l'espérane étant di�érente du sore vrai, la variane est biaisée.Variane orrigée� La variane orrigé de la population est V (X) = ((1−3,5)2+(3−3,5)2+(4−3,5)2+(6−3,5)2

3 = 4, 33.53



54 CHAPITRE 4. APPROCHE INTUITIVE DES PROPRIÉTÉS DES INDICES� Les varianes orrigées des éhantillons sont V (e1.2) = 2, V (e1.3) = 4, 5, V (e1.4) = 12, 5, V (e2.3) =
0, 5, V (e2.4) = 4, 5 et V (e3.4) = 2.� L'espérane des varianes orrigées estimées est 2+4,5+12,5+0,5+4,5+2

6 = 4, 33� l'espérane étant égale au sore vrai, la variane orrigée est non biaisée.4.2 É�aitéPour onnaître l'e�aité d'un indie, nous allons maintenant onsidérer des éhantillons de tailles va-riables toujours en onsidérant notre population �tive : les éhantillons de taille 1, les éhantillons detaille 2 et en�n les éhantillons de taille 3. Selon la théorie, plus un éhantillon est important, plus ildonne une bonne approximation du sore vrai. Les éhantillons de taille 3 devraient don être meilleursque eux de taille 2, eux même meilleurs que eux de taille 1. Comment mesurer �être meilleur� ? Enutilisant la variane des estimations. L'idée est que si les estimations sont bonnes, elles ne devraient pass'éarter du sore vrai et don la variane des estimations devrait être petite. Véri�ons :� Les éhantillons de taille 1 : e1 = 1, e2 = 3, e3 = 4 et e4 = 6. Soit une variane orrigé VTaille1 = 4, 33� Les éhantillons de taille 2 : e1.2 = 2, e1.3 = 2, 5, e1.4 = 3, 5, e2.3 = 3, 5, e2.4 = 4, 5 et e3.4 = 5. Soitune variane orrigé VTaille2 = 1, 33� Les éhantillons de taille 3 : e1.2.3 = 2, 67, e1.2.4 = 3, 33, e1.3.4 = 3, 67 et e2.3.4 = 4, 33, soit unevariane orrigé VTaille3 = 0, 48Sur notre exemple, plus l'éhantillon est de grande taille, plus la variane des estimations est petite (etdon moins on a de hane que notre estimation soit loin du sore vrai).
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